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1 Grundbegriffe und Notationen

1.1 Logische Formeln und Konnektoren

Aussagen sind Sétze, die entweder wahr oder falsch sind. Beispiele:
e 7 ist eine Primzahl. (wahre Aussage)
e Herr Pflaum besitzt ein rotes Auto. (wahre Aussage)
e Alle Autos sind rot. (falsche Aussage)

e Es gibt unendlich viele “Primzahlzwillinge”, d.h. Paare p;, ps von Prim-
zahlen, fiir die py — p; = 2 ist. (unbekannt ob wahr oder falsch).

Einer Aussage kann man einen Bezeichnungen geben. Zum Beispiel kann
man der Aussage
7 ist eine Primzahl.
den Bezeichnungen x geben und der Aussage
Herr Pflaum hat ein rotes Auto.
den Bezeichnungen y. Aussagen lassen sich durch Konnektoren verkniipfen.

o ' A steht fir “F und G”.
e [V (G steht fiir “F oder G”.
e —F steht fiir “nicht F”.

Beispiel 1. Seien x und y die Bezeichnungen der obigen Aussagen und
z der Bezeichnung von
Alle Autos sind rot.
Dann ist
TAY



wahr. Aber
TNz

falsch. Jedoch ist
TV z

wieder richtig.

Beispiel 2. Es sei A irgendeine Aussage.
Dann ist die Aussage
AV -A

immer wahr.

Die Aussage ist
AN-A

immer falsch.
Gerne werden folgende Folgerungspfeile verwendet:
e ' = ( steht fiir “aus F folgt G”.
o F < (G steht fiir “aus G folgt F”.
o F' & G steht fiir “F ist richtig genau dann wenn G richtig ist”.

Beispiel 3. Es sei A die Aussage
33584320 ist durch 105280 teilbar,
B die Aussage
105280 ist durch 235 teilbar,
und C' die Aussage
33584320 ist durch 235 teilbar.
Auf Grund der Teilbarkeitsregel in der Mathematik gilt dann:

ANB = C.

Die Zeichen —,V, A, = sind Zeichen, die in der Aussagenlogik verwendet
werden.

Bisher haben wir nur Aussagen iiber einzelne Objekte gemacht. Wichtig
ist es, Aussagen iiber Mengen von Objekten zu machen.
Beispiele von Mengen sind:



Beispiel 4. e Die Menge N der natiirlichen Zahlen.
e Die Menge R der reellen Zahlen.

e Die Menge {a,b,c,...,z} der Buchstaben das Alphabets.

Die Aussage

8§ ist eine gerade Zahl.
ist wahr. Ob jedoch

n st eine gerade Zahl.
wahr ist, héangt von n ab. Damit ist

n ist eine gerade Zahl.
keine Aussage im obigem Sinne, sondern eine Eigenschaft von n, die abhéngig
von n wahr oder falsch sein kann.

Daher nennen wir
n ist eine gerade Zahl.
ein Pradikat.

Definition 1. Fin Prddikat P(-) ist eine Eigenschaft von Elementen n aus
einer Menge. Fiir jedes n ist P(n) eine Aussage.

Es sei
P(n)
ein Pradikat. (Also z.B. n ist eine gerade Zahl.)
Dann steht
e Yz P(x) fir “ Fiir alle z gilt P(z).”.
e Jz P(x) fir “ Es gibt mindestens ein z, so dass P(x) gilt.”.
e Jlz P(z) fiir “ Es existiert genau ein z, so dass P(z) gilt.”.
Man schreibt
o Vx (r € A= P(z)) fir “ Fir alle x € A gilt P(x).”.

e Jr (x € AN P(x) fiir
“ Es gibt mindestens ein = € A, so dass P(z) gilt.”.

Des weiteren schreibt man oft



e Vre A Plx): Ve (x€ A= P(z)) und

e Jrc A Plx):<dv (xe AN P(x)).
Beispiel 5. Definition der Stetigkeit einer Funktion an einem Punkt x:
Ve>0 30 >0 Vo (Jlx —xo| <0 =|f(x)— f(zo)] <€)

Beispiel 6 (Formel des Beweises durch Induktion). Es sei P(n) ein Prdadikat.
Dann gilt

P)A(WVneN (P(n)=P(n+1)) = VYneN P(n)

Anwendung dieses Beispiels:

o P(n) sei das Pridikat Y, k = 2,

e P(1): 3, k=1= @ ist wahr.

e VneN (P(n)= P(n+1)): Es sei n € N beliebig:
Es sei P(n) wahr. Dann folgt:

g:k: = zn:k+(n+1)
= @jL(n—i-l)
_ (n+2)(n+1)
2
_ (m+1)((n+1)+1)
5 :

Daher ist P(n + 1) wahr.

e Vne N P(n):
Fiir alle n € N gilt die Formel

“~ n(n+1)
N —
k=1



1.2 Mengen und Funktionen

Beispiele von Mengen sind:

Beispiel:
e N={1,2,...}
o NO = {0, 1,2, }

e Z=1{.,-2-1012..}

Q Menge der Briiche (rationale Zahlen).

R Menge der reellen Zahlen.

Die Menge {a,b,c, ..., z} der Buchstaben das Alphabets.

() leere Menge.

la,b] = {z € Rla < x < b}
o Ja,b] ={r e Rla <z < b}
o Ja,b[={r € Rla <z < b}

o (a,b) ={z € Rla <z <b}
(andere Schreibweise von ]a, b]).

Hierbei bedeutet der Strich | “mit der Eigenschaft”.

Also bedeutet {z € R|a < x < b} die Menge aller z, die in R enthalten sind
und die Eigenschaft a < x < b besitzen. Eine Eigenschaft kann also durch
eine ganze Formel konstruiert werden.

Definition 2. Es seien M und N Mengen. Dann sei:

e MUN :={z|lzr € M Vaxe N} die Vereinigunyg,

e MNN:={z|x € M ANx € N} der Durchschnitt,

o M\ N:={x € M|z ¢& N}, die Menge M ohne N und

e M CN:=VeeM xe N die Teilmengen-Eigenschaft.
M und N heiflen disjunkt, falls M NN = (.
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Des weiteren schreiben wir
e MUN=A=MUN=AAMNON ={.
{M, N} ist eine Partition von A, falls M # O und N # .

Beispiel 7. o Fs sei M, eine endliche Menge mit n Elementen. Dann
setzen wir |M,| := n. Fir zwei endliche Mengen gilt:

A=MUN = |Al=|M]|+|N]|.

o Essei Ty, die Menge aller k-elementigen Teilmengen der Menge M, =
{1,2,...,n} mit n Elementen. Dann gilt

n- ()

fiir 0 < k <n. Beweis durch Induktion:
Es sei tyn = |Tkn|. Wir zeigen durch Induktion ty, = (Z)

n=1:
Toal = {0} =1= ().
[Tyl = My =1= (7).
n—n+1:

1.Fall: k =0V k =n:
Tyl = {0} = 1= (3).
|Tn,n| = |Mn| 1= (n)
2. Fall: 0 < k < n:

Timer = {A[AC My, |A|l =k}
= {A|AC M1, |Al=k,n+1e A}
U {A|AC My, |Al=kn+1¢gA}
= {A| AC M,,|Al =k}
U {Bu{n+1}| BC M,,|B|=k—1}

|Tk,n+1| = |Tk,n|+|Tk—1,n|

- ()= (1)



Es sei A eine Grundmenge und M, N C A Teilmengen von A.
Definition 3. Das Komplement relativ zu A ist definiert durch:

e MC = A\ M.

Formel 1 (Komplementenregel von de Morgan). Es gilt:
e (MUN)® =M°nNNC,
o (MNN)®=M“UNC.

Beweis von (M U N)¢ := M N N¢:

r € (MUN)©
—(z € MUN)
—“(reMVzeN)
(mx € M)A (—z € N)
(x € MO)YA (x € NO)
re M®NN¢

(I

Hierbei haben wir die Regel von de Morgan aus der Aussagenlogik verwendet:
—(AV B) & (—=A) A (-B)
welche wir spater mit einer Wahrheitstafel beweisen werden. [J

Definition 4. Es sei A eine Menge und es ser M, eine Menge fiir jedes
a € A. Dann sei:

o UoeaM, :={x|Fac A v c M},
® Nyen Mo :={zx|Vac A e M,}.
Definition 5. Fir Mengen My, ..., M, ist das Kreuzprodukt definiert durch

M1 X ... X Mn = {(al, ...,an)\al c Ml, ey p € Mn}



Die Elemente des Kreuzprodukts (ay, ..., a,) sind endliche Folgen.
Die Kurzschreibweise des Kreuzprodukts ist

X M; = M, x ... x M,

i=1
und .

X M; =M, X ... x M,
fir m <n.

Wichtig ist die Frage: Was ist eine Menge? Um diese Frage zu untersu-
chen betrachten wir folgendes Problem:

Problem: Es sei U die Menge aller Mengen. Dann sei M die Menge aller
Mengen, die sich selbst nicht als Element enthdlt. Es sei also:

M={AcUlAg A}, Mecl.

Ist nun M € M wahr oder falsch?

Wir beweisen nun, dass die Aussage “M ¢ M” wahr ist und dass die
Aussage “M € M” wahr ist. Dies ist dann ein Widerspruch.

“M & M ist wahr.”

Nehmen wir an “M ¢ M ist falsch.” Dann ist “M € M” wahr.
Da M € U und M nicht die Eigenschaft “M ¢ M” besitzt, muss
gelten “M ¢ M ist wahr.”.

“M € M ist wahr.”

Nehmen wir an “M € M ist falsch.” Dann ist “M ¢ M” wahr.
Da M € U und M die Eigenschaft “M ¢ M” besitzt, muss gelten
“M € M ist wahr.”

Man kann den obigen Widerspruch auch kiirzer wie folgt formulieren:
MeM={AcUAgA}ANMclU)= (MEgMANMelU)

Aus letztem Problem sieht man, dass die Konstruktion einer Menge aller
Mengen und einer wie oben konstruierten Menge zu Widerspriichen fiihrt.
Wir gehen daher immer wie folgt vor:



e Wir beginnen mit einer der uns bekannten Mengen N = {1,2,...} oder
{a,b,¢,...,z} oder ... .

e Mit Hilfe des Element-Zeichens €, des Strichs | und des Kreuzpro-
dukts zwischen Mengen konstruieren wir aus dieser Grundmenge wei-
tere Mengen.

Geht man bei der Konstruktion von Menge wie beschrieben vor, dann kénnen
keine Widerspriiche entstehen. Insbesondere ist @ € M wahr oder falsch aber
nicht beides.

Beispiel 8.  a) Die Menge der geraden Zahlen ist
{2n|n € N}.
b) Es sei M eine beliebige Menge. Dann ist die Potenzmenge von M
P(M):={N|N C M}.
c¢) Fir Mengen My, ..., M, ist das Kreuzprodukt
My x ... x M, = {(ay,...,an)|a; € My, ...,a, € M,}.
Formel 2. Es gilt

-(Vxe A P(x)) & Jxe A —-P(x) und
-(dJr €A P(x)) & Vre A —P(z).

Beweis von =(Vzx € A P(x)) < dr € A —P(x):
Es sei

Ap = {z € A|P(2)}.

Dann sieht man

Vr e A Plz) & Ap = A.

Also
-(Vzr € A P(x)) < Ap # A.

Natiirlich ist
Ap#A & dre A —P(x).

Damit haben wir
-~(Vze A P(z)) e dre A -P(z)

bewiesen. J
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Definition 6. Es seien A, B Mengen.
Fine Funktion (oder Abbildung) f : A — B ist
eine Teilmenge f C A x B, fir die gilt:

e Vac A \V/bl,bg €eB ((a,bl) € f/\(a,,bg) € f:>bl :bg)
d.h. zu jedem Wert aus A gibt es hochstens einen Funktionswert aus
B.

eVac A dJbeB (a,b)ef
d.h. jedem Wert aus A mufl ein Funktionswert aus B zugeordnet wer-
den.

Schreibweise: f(a) =b:<a€ ANbe BA(a,b) € f.
Oft schreibt man f: A — B

a — T(a),
wobei T ein Term ist (sein kann). Beispiel: T(a) = a*a + 2 x a.

Definition 7. Die Funktion f : A — B heifit
o injektiv, falls f(z) = f(y) = x =y.
o surjektiv, fallsVy € B dJr € A f(x) =y.
o bijektiv, falls f injektiv und surjektiv.
Beispiel 9. Es sei f(z) = 2.
e f:R — R ist weder injektiv noch surjektiv.
o [:R— R} :={ze€R|z >0} ist surjektiv.
o [:R{ — R ist injektiv.
o [:R — Ry ist bijektiv.

Definition 8. Es seien f: A — B und g : B — C Funktionen.
Dann st

gof:A — C
gofiz w g(f(2))

die Komposition von f und g.

11



Lemma 1.
e g, f injektiv = g o f injektiv.
e g, f surjektiv = go f surjektiv.

Lemma 2. Fs sei f: A — B eine bijektive Funktion.
Dann gibt es eine Funktion

f~':B— A,

so dass

VzeA flof(z)==2

und
V2E€B fof'(z) ==z

Definition 9. Es sei M eine Menge.

o M heifst endlich, falls es ein n € Ny gibt, so dass M bijektiv zu
M, :={1,2,3,...,n}.

|M| :=n ist dann die Anzahl der Elemente von M.

e Falls M nicht endlich ist, dann setzen wir |M| = oc.
Definition 10. Es seien M, N Mengen.

e M heifit mindestens genauso mdchtig wie N, falls es eine surjektive
Abbildung f : M — N. Wir schreiben dann

M > N.

o M heifit mdachtiger als N, falls
N<M und —(M<N).
o M N heiflen gleichmdchtig, falls es eine bijektive Abbildung
f:M—N
gibt.

12



Satz 1. Man ordne n Objekte in m Schubficher. Das bedeutet es sei
f:N—-M

eine Abbildung mit |[N| = n und |[M| = m. Falls m < n, dann gibt es
mindestens zwei unterschiedliche Objekte im selben Schubfach. Das heif§t es
gibt zwei unterschiedliche Objekte a,b € N mit f(a) = f(b).

Beweis: Falls der Satz falsch ist, dann gibt es eine injektive Abbildung

f{1,..,n} = {1,...m}

mit m < n. Dann gibt es auch eine injektive Abbildung

.....

~

foo AL .om+1} = {1,...,m}.

Wir beweisen durch Induktion, dass das nicht moglich ist.
m = 1: R
f:A1,2} — {1}
Dann ist f(1) = 1 = f(2). Also ist f nicht injektiv.
m — m+ 1:
Es sei
f{l . om+2y = {1, m+1}.
Wir zeigen nun, dass f nicht injektiv ist.
1.Fall: R
fH{1,....m+1}) C{1,...,m}

Dann ist

nicht injektiv und somit f auch nicht injektiv.
2.Fall:

~

fHL,...om+1}) ¢ {1,...,m}.
Dann gibt es ein x mit 1 < x < m + 1 mit

A~

flz) =m+ 1.

13



Falls es ein y # z gibt mit f (y) = m+1, dann ist f nicht injektiv. Ansonsten
ist

eine Abbildung. Diese Abbildung ist nach Induktionsvoraussetzung nicht in-
jektiv. .

Beispiel 10. o Unter 15 Kindern gibt es mindestens zwei, die im selben
Monat Geburtstag haben.

e Unter sechs Personen gibt es mindestens drei die sich paarweise kennen
oder paarweise nicht kennen. Hierbeir wird angenommen, dass “ sich
kennen” eine symmetrische Eigenschaft ist.

Definition 11.

o Fine Menge M heifit abzdihlbar, wenn N mindestens so mdchtig ist wie
M.
Das heif$st M ist die leere Menge oder es gibt eine surjektive Abbildung
f:N— M.

e FEine nicht abzdhlbare Menge heifit iiberabzdihlbar.
Beispiel 11. N x N st abzdhlbar.

Bewels:
Die Abbildung

f:N —- NxN

fin = (a,b)
[ (a,b) falls n=27%3"

fn) = { (1,1) sonst
ist wohl definiert, da 2,3 Primzahlen und die Primfaktorzerlegung eindeutig
ist.
f N~ N x Nist surjektiv. [
Beispiel 12. (Menge der Warter einer Sprache)

Es sei X ={a,b, ..., p} eine endliche Menge.
Dann st

she=J Xz
neN =1
abzdhlbar.

14



Bewels:
Es gilt:

| X 3| = [3" =: a,.
i=1

n
Man kann also X,_; ¥ von 1 bis a, durchnummerieren. Es sei s(w) diese

n n
Nummer fiir w € X ,_; ¥. Dann setzen wir fiir w € |J, .y X2, &

n—1

f(w) = s(w) + Z a;.

i=1

f : X% — Nist eine Bijektion. Also ist f~! surjektiv und somit X abzihlbar.
0]

Beispiel 13. Die Menge M der Funktionen ¢ : N — N st iberabzihlbar.

Beweis: (Cantorsches Diagonalverfahren)
Nehmen wir an M ist abzidhlbar. Dann gibt es eine surjektive Abbildung

f:N— M.
Wir setzen nun
d:N — N
i o d(i) = f(i)(E) + 1.
Also ist d € M. Da f surjektiv ist, gibt es 7 € N mit
fG)=d

Dann folgt
fFG)G) =d(G) = f(H)G) + L.
Dies ist ein Widerspruch. Damit ist M {iberabzahlbar. [

1.3 Algebraische Grundbegriffe
Definition 12. FEs sei M eine Menge und

o:MxM—M

eine Verkniipfung (Funktion).

15



e Die Verkniipfung o heifst assoziativ, falls (aob)oc=ao(boc),
o und kommutativ, falls aob="boa.
e 0y € M heifit Nullelement, falls Vae M Opyoa=ao0y =0.
e 1y, € M heifst Einselement, falls Vae M lyoa=aoly=a.
e (M, o) heifit Halbgruppe, falls o assoziativ ist.
e Die Halbgruppe (M, o) heifst Monoid, falls es in M ein Einselement

Beispiel 14. o (N,+) ist kommutative Halbgruppe.

o (Ng,+) ist kommutatives Monoid mit Finselement 0.

(N, %) ist kommutatives Monoid mit Finselement 1.

(N\ {1}, %) ist kommutative Halbgruppe.

(No, *) ist kommutative Halbgruppe mit Nullelement 0.

Fa={f:A— A} die Menge der Funktionen von A nach A ist Monoid
mit Einselement die Identitdit

Idy:avr—a
und der Komposition o als Verkniipfung.
Definition 13. Es sei (M, o) ein Monoid.

e a; € M heifst inverses Element von a € M, falls aoa; =a;0a = 1.
Man schreibt dann a=' fiir dieses Inverse a;.

e Das Monoid (M, o) heifst Gruppe, falls  es zu jedem Element a € M
ein 1nverses Element gibt.

e Die Gruppe (M, o) heifst kommutative Gruppe, falls o kommutativ.
Beispiel 15. o (Z,+) ist kommutative Gruppe.

o (Q —{0},x*) ist kommutative Gruppe.

16



o (Ng,+) ist kommutatives Monoid mit Finselement 0.

o T4 bijektiv = {f : A — A|f ist bijektiv} die Menge der Bijektionen
von A nach A ist eine Gruppe mit Finselement die Identitdt und der
Komposition o als Verkniipfung.

Beachte: Dies ist i.A. keine kommutative Gruppe!

Satz 2. a) Fin Monoid besitzt genau ein Einselement.
b) Eine Gruppe besitzt fiir jedes Element genau ein inverses Element.
Beweis:
zu a) Es seien 15 und 1¢ Einselemente. Dann folgt
lg=1golg = 1g.
zu b) Es seien a und a inverse Elemente zu b. Dann folgt

a=aolg=aoboa=1goa=a.

Es sei ¥ eine endliche Menge ( Alphabet ) .

Beispiel 16. 1. ¥ = {a,b}.
2. % ={a,b, ..., z}.

3. ¥ =A{V,a}.
4. X ={a, 8,7}
Dann sei

2+;=U><2.

Die Elemente von X7 sind n-Tupel (ay, as, ..., a,) mit a1, az, ..., a, € X.

e Statt dieser n-Tupel schreiben wir kurz

a1as...ay

17



® W = a1as...a, heifit ein Wort iiber X.
e |w| = n ist die Lange des Wortes.
Beispiel 17. X = {a,b}. Dann ist
¥+ = {a,b,aa,ab, ba,bb, aaa, ...}.
Auch wenn ¥ endlich ist, ist 1 abzéahlbar unendlich (siehe Beispiel 12).

Definition 14. Es sei X eine endliche Menge.
Dann wird auf

Yt ={aiay...a, | a1, a9, ...,a, € X,n € N}
die folgende Verkniipfung, genannt Konkatenation, von Wortern definiert
0: ¥t x ¥t — ¥t

(alag...an, blbgbm) = alag...anblbg...bm

Wir schreiben kurz:

CLl = a

a"tt = a"oa.

Lemma 3. (X7, 0) ist eine Halbgruppe und heifst die von der Menge ¥ frei
erzeugte Halbgruppe.

Beispiel 18. e > ={a}. Dann ist

¥+ = {a,aa, aaa, aaaa, ...}.

o Fs sei x = kuh und y = stall. Dann ist
x oy = kuhstall

Definition 15. o Mit € bezeichnen wir das leere Wort.
e |¢|=0.
o Y =YTU{e}.

0._

o Wir schreiben: a €.

18



e Die Konkatenation von Wortern erweitern wir wie folgt

o: X x Y — ¥

(a1az...ap, b1bo...by) —  ajag...anbibs...by,
(€,b1by...by) +— biby..by,
(a1az...apn,€) +—  ajas...a,

Lemma 4. (3*,0) ist ein Monoid mit Einselement e.
(3%, 0) heifit das von der Menge . frei erzeugte Monoid.

Beispiel 19. ¥ = {a}. Dann ist

¥ = {e a,aa,aaqa,aa0aqa, ...}
= {a" | n € Np}.

Die Abbildung

p:Ng — ¥°

n — a"
st eine Bijektion und hat die Eigenschaft
p(n+m) = p(n) o p(m).
— (X*,0) hat die selbe Struktur wie (Ng,+)!

Definition 16. o u heifst Prifix eines Wortes w genau dann wenn 3r €
Y*rur=w .

e u heifst Infix eines Wortes w genau dann wenn Ir,s € ¥* rus = w .

o u heifit Suffix eines Wortes w genau dann wenn
re¥Xru=w.

Beispiel 20. o ++ ist Prifiz des Wortes ++1 .
o ++ ist Suffix des Wortes i++ .

e versit ist Infix des Wortes Universitéat.

19



Definition 17. Es seien (G, ®) und (H,o) Monoide und es sei
v:G — H
= p(x)
eine Abbildung mir der Eigenschaft
Vr,y € G oz ®@y) = o(x)op(y).

Dann heifst ¢

e Homomorphismus,

o [somorphismus, falls ¢ bijektiv und

o Epimorphismus, falls ¢ surjektiv.

Beispiel 21. e Die Abbildung
¢:No — {a}’

n — a"
im Beispiel 19 ist ein Isomorphismus.
e Die Abbildung
No x Ny — {a,b}"

(n,m) — a"ob™

wm Beispiel 19 ist kein Homomorphismus, da a und b nicht vertauschen.

Satz 3. Es sei ¢ : G — H ein Homomorphismus zwischen zwei Gruppen

(G,®) und (H,o). Dann gilt

a) o(la) = 1p.
b) Va € G pla™) = p(a)™".
Beweis:

Zu a)

e(lg) = lpoyp(lg) =

(p(le) " op(le) o p(le) = (p(la) ' op(le®1a) = (p(1a) " o p(le)

= 1y

20



zu b) Wegen Satz 2 gilt:

Satz 4. Es sei (H,-) ein Monoid und E = {hy,...,h,} C H ein Erzeugen-
densystem. Dies bedeutet,

‘v’hGH Elh,il,h,iz,...,h EE (h:h“ 'hig h,m)

Dann ist fir ¥ ={hy,...,h,}

p:2 — H
hilohigo~-~ohim = h“hmhz

ein Epimorphismus.
Beweis: ¢ ist surjektiv, da hq, ..., h, ein Erzeugendensystem ist.

©((hiy o hiyo...oh;,)o(hj ohj,o..0hj)) =
= @(hiy ohjyo...0h;, ohj ohjo..0h;)
— hi1 . hi2 St him . h’jl . th el t hjl
= (hi1 'hi2 ""'him)'(hjl 'hj2 ""'hjl)
= @(hj; ohj,o...oh; ) -p(hj ohj,o..0h;).

Beispiel 22. Es sei ¥ = {a,b,a™',b7'}. Dann sei

H={ze€¥ | -3p,qe¥ z=paa'qgA
-3, g € X" z=patag A
—3p,q € X* z=pbb g A
—3Ip,g €T z=pbtbhg ).

FEs sei nun
p:Y — X

(g2 @) = 192...95Gs+3-.-q¢  fir 1qo...q¢ € X,

21



wobel qs1qsro von links das erste Infix in qiqs...q; von der Form aa™' oder
a~ta oder bb=! oder b='b ist. Wir definieren nun rekursiv iiber die Léinge von
Wértern folgende Funktion

p:%" — H
w(q) = q fallsqeX.
¢(q) == q falls p(q) = q € ¥
elq) = w(p(q)) falls p(q) #q € X"

H mit der Verkniipfung
p-q:=p(poq)

st eine Gruppe und ¢ : ¥ — H ein Homomorphismus.

Definition 18. e Fine Sprache L ist eine Menge von Wortern tber ei-
nem Alphabet 3. Das bedeutet L C ¥*.

Beispiel 23. o ¥ ist eine Sprache tiber X.

e C ist eine Sprache iber {a,b,...,z, A, ..., Z,.,:,...}. Dies bedeutet:
Jeder korrekte C-Code ist ein Wort der Sprache C.

o {a™|n € N} ist eine Sprache iiber {a}.
o Essei ¥ ={a,b,a”t,b"'}. Dann ist

{ze¥ | -3p,q€X* z=paa 'qgA
—3p,q € X* z=patag A
—3p,q € X* z=7pbb g A
—Ip,q X" z=pb 'bg }

eine Sprache tiber X.
Definition 19. e Die Konkatenation zweier Sprachen tiber Y ist
LioLy:={uv | u € Ly,v € Ly}.
Wir schreiben kurz L1Lo := L1 o Ls.
e Die Iteration einer Sprache ist wie folgt rekursiv definiert

L :={e}, L' .=LL"
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e Der Kleene-*-Abschlufy einer Sprache L ist L* := ;5 Lt
e Der Kleene-+-Abschluf einer Sprache L ist Lt :=|J,~, L".

Beispiel 24.
{a}* o {b}* ={a" o™ | n,m € No} # {a,b}".

Aber es ist

({a} o {b}")" = {a,0}".

1.4 Relationen und Graphen

Definition 20. FEine n-stellige Relation diber den Mengen My, ---, M, ist
eine Menge R C X ,_; M;.

Beispiel 25. Mitarbeiter einer Firma, deren Ausbildungsgrad und Geschlecht.

M, = {Miiller, Heinz, Kraft, Ruben, Huber},
M, = {lIng., Dr., Meister, Geselle},
Mz = {weiblich, mdannlich}.

R = {(Heinz, Dr.,weiblich),  (Kraft, Meister, mannlich),
(Miller, Ing., mannlich),  (Heinz, Ing., weiblich),
(Ruben, Geselle, weiblich), (Huber, Geselle, mdnnlich)}.

Schreibweise:
Sei R C M x M eine bindre Relation.
Dann schreibt man oft aRb anstelle von (a,b) € R.

Beispiel 26. Mathematische Beispiele sind

o Gleichheits-Zeichen fiir die Elemente einer Menge A:

A = {(a,a) e AxAlac A}
a=0b = (a,b) € A.

23



o Grofler-Zeichen fir die Elemente einer beziiglich > geordneten Menge
A:
>:={(a,b) € A x A | aist grofier als B.}.

Beispiel 27. Ein weiteres mathematische Beispiel ist

e diec Konkruenz modulo k. Es sei k € N eine natirliche Zahl. Wir sagen
a,b € 7Z sind kongruent modulo k, falls a,b beim Teilen durch k den
gleichen Rest ergeben.

K = {(a,b) € ZXZ | (a—0)/k € Z},
a=bmodulo k & (a,b) € K.
Definition 21. FEine zweistellige Relation T C A x A heifst
o reflexiv falls Va € A ara.
o irreflexiv falls Va € A —(ara).
e symmetrisch falls Va,b € A (ath = bra).
e antisymmetrisch falls Va,b € A (atb A bra = a=0).
e asymmetrisch falls Va,b € A (atb = —(bra)).
e transitiv falls Va,b,c € A (atb N bre = arc).
o Aquivalenzrelation falls sie reflexiv, symmetrisch und transitiv ist.
e Ordnungsrelation, falls sie reflexiv, antisymmetrisch und transitiv ist.

o strikte Ordnungsrelation, falls sie irreflexiv und transitiv ist
( = asymmetrisch).

Weitere Eigenschaften der Relation modulo k&

e a = b modulo k ist eine Aquivalenzrelation.
e Zu jeder Zahl a € Z gibt es genau eine Zahl ¢(a) aus
Z = 1{0,1,2, ...k — 1},

so dass a = ¢(a) modulo k.
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e Rechnen auf Zy: a4+ b= ¢(a+ b) modulo k.

Definition 22. Es sei 7 C A x A eine Aquivalenzrelation. Dann heiflen die
Mengen
lal, ={be€ A | arb}

fiir a € A Aquivalenzklassen. Die Menge aller Aquivalenzklassen heifit Par-
titionierung von A und wird mit A/T bezeichnet:

AlT :={la], | a € A}.
Jedes b € [a], heifit Reprisentant von [a),.
Beispiel 28. o Restklassen modulo k

lal_ modulo k

o Restklassen modulo 2

02 1odulo © {..,—4,-2,0,2,4,...}
[1]5 modulo 2 = {..,=3,-1,1,3,5,...}

o Restklassen modulo 4

[0]5 modulo 4 = {...,—8,-4,0,4,8,...}
M modulo 4 = 1-5-7,-3,1,5,9,...}
[2]_ modulo 4 = {...,—6,—2,2/6,10, ...}
B2 modulo 4 = 155 —1,3,7,11,...}.

Die Menge der Restklassen modulo & (Z/ = modulo k) bildet mit fol-
gender Verkniipfung

[a]_ modulo % @ [Pl2 modulo % = [@+ b2 modulo -

eine Gruppe. Man muf} zeigen, dass diese Verkniipfung & wohldefiniert ist.
Wir schreiben kurz
adb=c

fir 0 < a,b,c <k — 1 und c Représentant von [a + b]_ 11,0 dulo k-
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Beispiel 29. Die Addition & der Restklassen modulo 4 ergibt folgende Tabelle

e|0 1 2 3
o0 1 2 3
1(1 2 38 0
212 3 0 1
313 0 1 2

Betrachte folgende Drehungen:

®y: Drehung um 0° ®,: Drehung um 180°

\G; ’
Die Menge der Drehungen D = {®g, &1, P9, P3} mit der Hintereinander-
ausfithrung o ist eine Gruppe.

Man sieht, dass die Abbildung

¢:7Z/= modulo4 — D
[a]_ modulo 4 — P
wobei a = 0,1, 2, 3, ein Isomorphismus ist.

Definition 23. Es sei V' eine Menge, die Menge der Knoten (vertices) ge-
nannt wird und E C 'V x V eine Relation, die Kanten (edges) genannt wird.

e Dann heifst G = (V, E) Graph.
o G heifst ungerichtet, falls Va,b € V ((a,b) € E = (b,a) € E) .

o [Lin nicht ungerichteter Graph heifst gerichteter Graph.
Beispiel 30.
V. = {V1,V2, V3 V4 V5}
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N

el ®\s5

Abbildung 1: Ein Graph.

E = {el,e2,e3,e4,eb,e6}

el = (V1,V1)
e2 = (V2,V1)
e3 = (V2,V3)
ed = (V4,V3)
e5 = (V5,V3)
e6 = (V3,V5)

Definition 24. Es sei (V, E) ein Graph.

e Falls v,v' € V', dann schreibt man dafiir v — v'. v heifit Vater von v’

und v Sohn von v.

e [in nicht-leeres Wort v1vy...v, heifit Weg (der Linge n — 1) von v,

nach v, falls V1 <i<n v; — v;4q.

e v heifit Vorfahre von v’ falls es einen Weg von v nach v' gibt. v' heifit

dann Nachkomme von v.

e vy und vy heiffen Brider falls es eine Knoten v gibt, der Vater von v,

und vy 18t.

o Ein Weg vivy...v,v1 heifst Kreis.

Definition 25. Ein Baum ist ein gerichteter Graph (V,E) mit einem aus-
gezeichneten Knoten vy € V', der Wurzel des Baumes genannt wird,

so dass folgende Eigenschaften gelten

e vy ist Vorfahre aller v e V.
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o Alle Knoten v # vy haben genau einen Vater.

e vy hat keinen Vater.

Abbildung 2: Ein Baum.

Satz 5. Ein Baum enthdlt keinen Kreis.

Beweis: Es sei (V,E) ein Baum. Wir nehmen an es gibt einen Kreis
wow...w,wy. Da vy Vorfahre jedes Knoten, gibt es einen Weg vgvy...vs, wobei
vs = wp. Es ist nicht moglich, dass vy = w; fiir ein j, da ansonsten vy einen
Vater hétte. Daher gibt es j, 7, so dass v; = w; und v;_; # w;_;. Dann sind
w;—1 und v;_; Vater von v;. Dies ist ein Widerspruch dazu, dass (V, E) ein
Baum ist.

Definition 26. Es sei B = (V, E,vy) ein Baum.
e Fin innerer Knoten ist ein Knoten mit mindestens einem Sohn.
e Fin Blatt ist ein Knoten ohne Sohne.
e Lin Ast ist ein Weg von einem Knoten zu einem Blatt.

e Die Tiefe von B ist die mazimale Linge eines Weges von vy zu einem
Blatt.

Beispiel 31. Zu jedem logischen Ausdruck gibt es einen Syntaxbaum, der
angibt, wie der Ausdruck syntaktisch aufgebaut ist. Zum Beispiele ist der
Syntax Baum zu

(AV(BAC))V (=BVC)
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B C B

Abbildung 3: Ein Syntaxbaum

2 Aussagenlogik

2.1 Syntax der Aussagenlogik

Es gibt Aussagen ohne Quantoren und Aussagen mit Quantoren. In der Aus-
sagenlogik geht es um Aussagen ohne Quantoren.

Definition 27. Es sei VAR eine nicht leere abzihlbare Menge. Diese Menge
nennen wir atomare Formeln oder Atome oder Variablen (z.B. x,vy, z, T;, Y, Zk,

)

ine Formel in der Aussagenlogik (iber VAR) ist induktiv wie folgt definiert:
o Jede atomare Formel aus VAR ist eine Formel.

e Fulls F,G Formeln der Aussagenlogik, dann sind auch
-F, (FAG) und (FVG).
Formeln der Aussagenlogik.

o Fap sei die Menge der Formeln der Aussagenlogik (iber VAR).

o VAR(F) sei die Menge der atomaren Formeln die in der Formel F
vorkommen.

Wir verwenden folgende Abkiirzungen in der Aussagenlogik:

o (F = G) fiir (~FVG).
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o (F&G)fir (F=G)ANG=F)).

o FyAFyA ... AF, fiir ((...(F1 AE)A L) A Fn)

o F\VF,V..VF, fiir ((...(F1 VE)V..)V Fn)
Den Namen —, A und V werden folgende Namen gegeben:

e —F heifit Negation.

e F'A G heiflit Konjunktion.

e 'V G heifit Disjunktion.

e Eine atomare Formel oder Negation einer atomaren Formel heifit Lite-
ral.

2.2 Semantik der Aussagenlogik

Aus der Definition 27 ist nicht klar, was =, A und V bedeuten. Um diesen
Zeichen eine Bedeutung zu geben, benotigt man die Semantik der Aussagen-
logik.

Ein Wahrheitswert ist ein Element der Menge {true, false}.

Eine Belegung ist eine Abbildung

A: VAR — {true, false}.
Wir erweitern 4 wie folgt:

A:Fa, — {true,false}

A(-F) = true & A(F)=false
A(FANG) =true & A(F)=true und A(G) = true
A(FV G) =true & A(F)=true oder A(G)=true

Beispiel 32. Es sei VAR = {a,b,c} und
A(a) = true, A(b) = false, A(c)= true.
Dann ist

A(aVv (bA—c)) = true
A(a N (bV —c)) = false.
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Dieses Beispiel zeigt, dass eine Formel nicht immer wahr sein mufl. Ob
eine Formel wahr ist hdngt von der Belegung ab. Dies fithrt zu folgender
Definition.

Definition 28. e FEin Modell fir eine Formel F ist eine Belequng A, so
dass diese Formel wahr ist:

A(F) = true.

o FLine Formel F heif$t erfiillbar, wenn sie mindestens ein Modell besitzt.
o Wenn F wvon jeder Belegung erfillt wird, dann heifst F' Tautologie.

Satz 6. Eine Formel F ist eine Tautologie genau dann wenn —~F nicht erfiill-
bar.

Beispiel 33. Es sei wieder VAR = {a,b,c} und
A(a) = true, A(b) =false, A(c) = true.
Dann ist
o A ein Modell fir aV (b A —c).
o A kein Modell fira A (bV —c) .

erfullbare Formeln

nicht erfillbare
Formeln

Tautologien

Abbildung 4: Tautologien und (nicht) erfiillbare Formeln.
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2.3 Auswertung von Formeln

Der Syntaxbaum von

ist folgender Baum

F:=(A= B)V(AAB)

A

(A= B)V (AAB)

A= B

B

ANB

A B

Um diese Formel auszuwerten lege man eine Tabelle an, die zu jedem
Knoten eine Spalte enthélt. Links schreibt man die Spalten zu den Blattern
des Syntaxbaums und rechts die Spalte der Wurzel.

A B A= B|AANB F
true true true true true
true | false | false | false || false
false | true true false true
false | false true false true

Satz 7. Es gibt einen Algorithmus, der entscheidet ob eine Formel F' € F,p,
eine Tautologie ist.

2.4 Aquivalenz von Formeln

Definition 29. Zwei Formeln F, G aus der Aussagenlogik heifien dquivalent,
wenn fiir alle Belegungen A gilt:

A(F) = true & A(G) = true

In Zeichen: F=@.

Beispiel 34.
Idempotenzen:
Kommutativitdt:

de Morgan:

Distributivitdt:

FAF
FANG
—(FAG)
-(FVQG)
FV(GANH)

> 1111k

w
[\)

F

GAF

~GV-F
~GA-F
(FVG)A(FVH)



Satz 8.

(L V..VE,) = -F A..AF,
(LN AF,) = —FV..V-F,.

Mit Hilfe von Wahrheitstafeln kann man feststellen ob zwei Formeln aqui-
valent sind. Wichtig ist es auch zu wissen, ob es zu einer gegebenen Formel
eine dquivalente kiirzere Formel gibt. Um diese Frage zu beantworten helfen
die Normalformen KNF und DNF.

Definition 30. e Eine Formel ist in konjunktiver Normalform (KNF)
genau dann wenn F ein Konjunktion von Disjunktionen von Literalen
15t.

e FKine Formel ist in disjunktiver Normalform (DNF) genau dann wenn
F ein Disjunktion von Konjunktionen von Literalen ist.

Das heif3t:
e Eine Formel in KNF hat die Form AL, \/7_, Li;
e Eine Formel in DNF hat die Form  \/i2, A7_, Ly;
hierbei sind L;; Literale.
Beispiel 35. Die Formel F' = =(zV (yA(xV—z))) ist in keiner Normalform.

e Die KNF von F ist
(mx VvV -x) A (Y Vz)

e Die DNF von F ist
(mx A—y)V (mx A z)

Satz 9. Zu jeder Formel F in der Aussagenlogik gibt es eine dquivalente
Formel in KNF und eine dquivalente in DNF.

Beweis: Die Formel F besitze die Variablen {z1, ...,z,} = VAR. Es sei B
die Menge aller Belegungen:

B:={A:VAR — {true,false}}.
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Es sei nun

U:B — {true,false}
A — A(F).

Die Urbildmenge
U (true) := {A|¥(A) = true}

ist endlich. Des Weiteren seien folgende Literale definiert:

I xz; falls A(z;) = true
AT sz falls A(x;) = false

Die DNF von F' ist nun:

FDNF = /\ l_AJ.

Aev-1(true) j=1

Dies sieht man wie folgt.

Es sei A eine Belegung mit A(F') = true. Dann ist A(l4 ;) = true fir
jedes j =1,...,n. Also A(Fgyr) = true.

Es sei nun A(F) = false. Dann gibt es fiir jede Belegung A’ € U~} (true)
mit A" # A ein j mit A'(l4 ;) = false. Also A(Fpyr) = false.

O

3 Einfiihrung in die Graphentheorie

3.1 Ein paar Beispiele zur Motivation

e Es sei eine Landkarte mit m Landern gegeben. Jedes Land wird mit
einer Farbe markiert, so dass zwei benachbarte Lander unterschiedliche
Farben haben. Wie viele Farben benétigt man hierzu?

e Gegeben sei eine Landkarte mit m Orten. Diese Orte seien durch Stra-

Ben verbunden. Was ist der kiirzeste Weg von einem Ort A zu einem
Ort B?

e Gegeben seien m Orte die durch Fliisse getrennt seien. Die Fliisse kann
man mit Hilfe von bestimmten Briicken {iberqueren. Ist es moglich von
einem Ort zum anderen zu gehen und dabei jede Briicke genau einmal
zu iiberqueren?
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3.2 Reduktion eines Gleichungssystems

Problem 1. Es sei A eine invertierbare n X n Matriz und b € R™ ein n-
Vektor. Gesucht ist ein Vektor x € R™, so dass

Ax =b.
Dieses Problem kann man durch Invertierung der Matrix A losen:
x=A""h.

A~1 ist jedoch oft schwer zu berechnen!
A~1ist in folgender Situation etwas leichter zu berechnen:

A habe folgende Blockstruktur A = ( AOOO ﬁou ) .

Hierbei ist A,, eine s, X s,-Matrix, A, eine s, X s,-Matrix, A,, eine s, X S,-
Matrix und s, + s, = n.

Da A invertierbar, sind auch A,, und A,, invertierbar.

Wir schreiben nun x und b in der Form:

Hierbei sind x,, b, € R* und z,,b, € R% .
: Aoo Aou To\ __ [ bo
Das Gleichungssystem < 0 A ) ( ) = ( )

kann man nun wie folgt l6sen:

T, = A7'

uy U

v, = A by — Aguy).

00

Eine Matrix kann durch eine andere Nummerierung der Zeilen und Spal-

ten in die Blockstruktur
AOO AOU
a= ()

gebracht werden, falls A reduzierbar ist.
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Definition 31. A = (a;)1<ij<n heifit reduzierbar, falls es eine Menge

Jé{l,Q,...,n},J%@ gibt, so dass
a;; =0 fir allei & J, j € J.

Definition 32. Es sei A = (a;;)1<ij<n €ine n x n Matriz. Der Graph zu
A besteht aus den Knoten V = {1,2,...,n}. Die Kantenmenge E sei durch
folgende Relation definiert:

i — j & a; #0.

Der gerichtete Graph G = (V, E) ist der zu A gehdorige Graph.

Beispiel 36. Der Graph zu

U1 U2

0
0 )
1 18t

N O O
S = W o
W O =

U3 V4
°

N %

Definition 33. Ein gerichteter Graph heifit stark zusammenhéngend, falls
fiir jedes Paar unterschiedlicher Knoten v,w ein gerichteter Weq ezistiert.
Dies bedeutet, dass ein Weg vgvy...v._1v, mit vg = v undv, = w existiert.

-1

Beispiel 37. Der Graph zu

o W o
CU O~ i
e R o R
S e Y

U3

Dieser Graph ist nicht stark zusammenhdngend. Der Graph in Beispiel
36 ist stark zusammenhdngend.
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Satz 10. Eine n X n Matriz A ist nicht reduzierbar, genau dann wenn ihr
gerichteter Graph G stark zusammenhdngend ist.

Beweis:
Es sei G = (V, E) der Graph zu A.

Es sei A nicht reduzierbar.
Wir nehmen an, dass der Graph zu A nicht stark zusammenhéngend ist.
Dann gibt Knoten ¢ # j mit ¢ - j. Es sei

[={keV|i—k}

und J = V\I.Da j € J, ist J nicht leer. Aber auch [ ist nicht leer. Ansonsten
wére

\V/] 7£ 1 Qi = 0.
Dies wire ein Widerspruch zu A nicht reduzierbar. Also sind I, J beide nicht
leer und somit eine nicht triviale Partition. Daher ist

Vi' € [Vj/ eJ Qi ; = 0.

Dies ist ein Widerspruch zu A nicht reduzierbar.
Es sei G stark zusammenhéngend.

Man nehme an, dass A reduzierbar ist. Dann existieren disjunkte nicht
leere Mengen J, I, so dass a;; = 0 fiir jedes ¢« € I,j7 € J. Es sei nun
VigVsy -V, , U, ein gerichteter Weg von iy € I nach ¢, € J. Dann muss ein
Index s existieren, so dass i;,_1 € I und ¢, € J. Dies impliziert a;, ,;, # 0.
Dies ist ein Widerspruch zu den Eigenschaften von J und I. Daher ist A
nicht reduzierbar. [J

Beispiel 38. Der Graph in Beispiel 37 ist nicht stark zusammenhdngend.
Durch vertauschen der Spalten und Reihen 2 und 3 in der Matrixz in Beispiel
37 erhdlt man die Matrix

1140
3150
0071
0051
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3.3 Weitere elementare Grundbegriffe und Sitze aus
der Graphentheorie

Definition 34.

FEin einfacher Graph ist ein ungerichteter Graph G = (V, E) ohne Schlaufen.
Das heifst es gilt:

e (a,b) € E& (bya) € E und es gilt
o (a,b) e E=a#hb.
Im folgenden betrachten wir bis auf weiteres nur einfache Graphen.

Definition 35. o Fin Teilgraph eines Graphen G = (V, E) ist ein Graph
G =V ,E)mitV'CV und E' C E.

o G’ heifit (von E) induziert (oder aufgespannt), wenn gilt (a,b) € E' fiir
alle a,b € V' mit (a,b) € E.

Definition 36.

e Die Menge der Nachbarknoten eines Knoten v € V st die Menge

N():={v" eV | (v,0) € E}

e Der Grad dg(v) eines Knoten v ist die Anzahl der Kanten, die v
beriihren. Im Falle eines einfachen Graphen ist dies

Definition 37.

e Der Minimalgrad von G ist definiert als

0(G) := min{dg(v) | v € V}.

o Der Maximalgrad von G ist definiert als

A(G) := max{dg(v) | v € V}.
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e Der Durchschnittsgrad von G ist definiert als

d(G) = ZV df‘ﬁT).

Satz 11. Jeder einfache Graph G enthdlt einen Weg der Linge 6(G) und
einen Kreis der Linge mindestens 6(G) + 1 (falls §(G) > 2).

Abbildung 5: Léangster Weg in G mit Nachbarkanten von xy.

Beweis: Es sei w = xg...z) ein ldngster Weg in G. Alle Nachbarn von z
miissen dann auf diesem Weg w liegen, da sonst w nicht der lingste Weg
wére (siehe Abbildung 5 ). Daher ist

k> dg(wo) > 0(G).

Es sei nun ¢ > k maximal mit (x;,xz0) € E. Dann ist xg...z;x0 ein Kreis mit
Léange mindestens §(G) + 1. O

Definition 38. Fin einfacher Graph heifit zusammenhéngend, falls fiir jedes
Paar unterschiedlicher Knoten v, w ein Weg existiert. Dies bedeutet, dass ein
Weg v vy, ...0;, _,v;,, mit v;, =v und v;, = w existiert.

T

Beispiel 39. Es sei V' eine Menge von Computern (Prozessoren). Zwei Com-
puter konnen Daten durch eine direkte Netzwerkverbindung tibertragen.

Eine direkte Netzwerkverbindung zwischen zwei Prozessoren p; und po
werde durch eine Kante dargestellt.

Um parallele Rechnungen in einer solchen Topologie von Rechnern und
Netzwerkverbindungen durchfihren zu kénnen, miissen Daten von jedem Rech-
ner zu jedem anderen tbertragen werden kénnen. Dies ist nur maoglich, falls
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der Graph G = (V, E) zusammenhdngend ist.

Ziel bei der Konstruktion von Netzwerken:

e Der Grad der Knoten soll mdéglichst klein sein.

e Die mazimale Weglinge lyax (G) von einem Knoten zum anderen soll
moglichst klein sein.

Beispiel 40. In Abbildung 6 sind folgende Konstruktionen dargestellt

1. Kreis mit | Knoten:

A(GKrez’s) = 2 und lyax (GK'r’eis) = [%] .

Hierbei ist [L] der ganzteilige Anteil von L.

2. Baum mit je zwei Blittern der Tiefe | und 27 — 1 Knoten:
A(G gaum) = 3 und lnax (G Baym) = 21

3. n-dimensionaler Wiirfel mit 2" Knoten:
A(G ) =n und lp.x (G ) =n.

n-cube n-cube

3.4 Ebene Graphen

Definition 39. Ein ebener Graph besteht aus einer endlichen Menge von
Knoten V. C R? (genannt Ecken) und aus einer Menge von Kanten E mit
den FEigenschaft

e Jede Kante ist ein Polygonzug deren Enden Ecken v,w € V sind.
o Verschiedene Kanten besitzen verschiedene Eckpunkte.

e Das Innere einer jeden Kante enthdlt weder eine Ecke noch einen Punkt
einer anderen Kante.

Jeder ebene Graph beschreibt einen einfachen Graphen G = (V, E), wobei
E ={(v,w) € V x V | Es gibt eine Kante e € E mit Enden v, w}.

Es sei Q C R% Q heifit (topologisch) zusammenhingend, falls je zwei
Punkte z,y € €2 durch eine Kurve verbunden werden koénnen. Dies bedeutet,
dass es eine stetige Abbildung

v :[0,1] = Q
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Kreis

n-dimensionale Wiirfel

e R

Abbildung 6: Unterschiedliche Graphen fiir Netzwerke.

gibt, die die Eigenschaft
p(0) =z und (1) =y
hat.

Definition 40. Es sei G = (V,E) ein ebener Graph. Dann zerlegt V U
E die Ebene R? in (topologisch) zusammenhingende disjunkte Teilgebiete
F17 Fg, PN Ff
f
\(VUE) U F.

Diese Teilgebiete werden Flichen des Graphen genannt. (Siehe Abbildung 7)

Im Gegensatz zu Definition 25 definieren wir einfache Baume wie folgt:
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Fy

Abbildung 7: Flichen eines Graphen

Definition 41. FEin einfacher Baum ist ein zusammenhdngender einfacher
Graph (V, E) der keine Kreise enthdlt.

Lemma 5. Der Graph eines Baumes besitzt genau eine Fldiche.

Satz 12. (Eulersche Polyeder Satz) Es sei G ein zusammenhdngender ebener
Graph mit e Ecken (Knoten), k Kanten und f Fldchen. Dann gilt:

e—k+f=2

Beweis: 1.Teil: G besitzt keinen Kreis. Dann ist G ein Baum.
Beweis von e — k + f = 2 durch Induktion nach der Anzahl der Ecken e:
e=1:Dannist f =1 und k£ = 0.
e—1—e:
Wegen Satz 11 muss 6(G) < 1 sein. Es gibt also eine Ecke ¢ mit dg(c) = 1.
Der Graph ohne diese Ecke und der anliegenden Kante geniigt der Eigen-
schaft e — k + f = 2 und besitzt genau eine Ecke und Kante weniger. Also
auch der urspriingliche Graph G. (Siehe Abbildung 8 linkes Bild)

2.Teil: G besitze einen Kreis oder nicht.

Beweis von e — k + f = 2 durch Induktion nach der Anzahl der Kanten k.
k= 0: Dann ist f =1 und e = 1, da G zusammenhéngend ist.
k—1—k:

a) G besitzt keinen Kreis.
Dann ist G ein Baum und es gilt nach 1.Falle — k+ f = 2.
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Abbildung 8: Zum Beweis von Satz 12

b) G besitzt einen Kreis. Es sei nun [ eine Kante die zu einem Kreis
gehort. Dann sei G der Graph der durch die Wegnahme von (3 entsteht. G
besitzt eine Kante und eine Flache weniger als G. Da G der Eigenschaft
e —k+ f = 2 geniigt, geniigt auch G dieser Eigenschaft. (Siehe Abbildung 8
rechtes Bild)

OJ

Korollar 1. FEs sei G ein zusammenhdngender ebener Graph mit e > 3
Ecken. Dann gilt:

1. G hat hochstens 3e — 6 Kanten.

2. Falls die beschrinkten Fldchen von G nur aus Dreiecken bestehen und G
k. Kanten am Rand des unbeschrdnkten Gebietes besitzt, dann enthdlt
G genau 3e — k, — 3 Kanten.

Anwendung: Zur Diskretisierung von partiellen Differentialgleichungen
verwendet man oft lineare finite Element auf Dreiecksgittern. Besitzt der
dazugehorige Graph e Ecken und e, Randecken, dann benétigt man einen
Datenspeicher der Lange 3e — e, — 3 um Daten auf den Kanten zu speichern.

Beweis: zu 1) Jede Flidche besitzt mindestens 3 Kanten und an jeder
Kante liegen 2 Flidchen. Daher gilt

3f < 2k.

Wegen e — k + f = 2 folgt daher k < 3e — 6.
zu 2) Hausaufgabe. [J
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3.5 Eckenfiarbung von Graphen

Eine Landkarte kann als ebener Graph G = (Vi, F) betrachtet werden,
dessen Flachen die Lander der Karte darstellen. Die Kanten dieser Landkarte
sind die Grenzen der Lander.

Konstruktion eines Farbungsgraphen: Es sei V' die Menge der Flichen
von G. Zwischen den Knoten v,w € V sei eine Kante (v,w) € E genau
dann wenn v und w eine gemeinsame Grenze haben.

Der Graph G = (V, E) ist der Farbungsgraph der Landkarte.

Problem 2. FEs sei G = (V,E) ein einfacher Graph und es sei F,, =
{1,2,...,n}. F, ist die Menge der Farben.
Gesucht ist eine Abbildung

f:V—=F,

so dass
fv) # fw)  falls (v,w) € E.
Falls eine solche Abbildung existiert heifst der Graph n-fdarbbar.

Die Losung dieses Problems ist im Allgemeinen sehr schwierig. Wir be-
schrianken uns hier auf einfache Falle.

Satz 13. Jeder ebene Graph ist 4-firbbar.
Satz 14. Jeder ebene Graph ist 5-farbbar.
Satz 15. Jeder ebene Graph ist 6-fdarbbar.

Der Beweis des Satzes 13 ist sehr schwierig. Deswegen wird dieser Satz
hier nicht bewiesen.

Beweis von Satz 15:

Beweis durch Induktion nach e.
e < 6: Jede Ecke wird mit einer anderen Farbe markiert.
e — 1 — e: Aus Definition 3.3 und Korollar 1 folgt

d(G)def‘ﬁT)z%gww.

veV
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V2 v3

v4
vl

v5

Abbildung 9: Beweis von Satz 15.

Daher gibt es mindestens einen Knoten v

dg(’U) < 5.

Es sei nun G’ der induzierte Teilgraph von V' := V\{v}. Da G’ weniger
Ecken als G enthilt, gibt es eine Abbildung

f:V — F.

f(N(v)) C Fg sind die so gefirbten Farben der Nachbarknoten von v.
Da |N(v)|] < 5 gibt es eine Farbe F' € Fg\f(N(v)). Die zusitzliche
Férbung
fro—F

liefert die gewiinschte Farbung von G (siehe Abbildung 9). O

V2 v3

v4
vl

v5

Abbildung 10: Beweis von Satz 14: einfacher Fall.
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Beweis von Satz 14: Beweis durch Induktion nach e.

e < 5: Jede Ecke wird mit einer anderen Farbe markiert.

e — 1 — e: Definiere v analog wie im Beweis von Satz 15. Das heiit dg(v) < 5.
Man fiarbe den induzierten Graph mit Ecken V\{v} mit 5 Farben.

Einfacher Fall:

Falls die Nachbarn N(v) von v maximal 4 unterschiedliche Farben haben,
dann firbe man v mit einer noch nicht verwendeten Farbe aus F5\ F~1(N(v))
(siche Abbildung 10) .

Schwieriger Fall:

Schwieriger ist der Fall dass alle Nachbarn N(v) von v eine andere Farbe
besitzen. Dann ist dg(v) = 5. Man nummeriere die Nachbarknoten von v im
Uhrzeigersinn von vy, v9, v3, ¥4, V5. Durch Vertauschung der Farbennummern
erreichen wir f(v;) = i.

Es sei nun H;; der von den mit ¢,j gefdrbten Knoten induzierte Un-
tergraph. Das heifit H;; habe die Knotenmenge f~'({i,j}). Es sei C die
Zusammenhangskomponente von Hi3 die v; enthélt.

1.Fall: C} enthélt vy nicht. Dann kann man die Farben von 1,3 in C}
vertauschen und fiir v die Farbe 1 wéhlen: f(v) =1 (sieche Abbildung 11) .

2.Fall: C; enthélt vg. Dann gibt es einen Weg von vywiws...wsv3. v01wws..
ist dann ein Kreis. Aus Abbildung 12 sieht man, dass v, und vy durch den
Kreis vvjwiws...wsvgv getrennt werden. Damit liegen vo, v4 in unterschied-
lichen Zusammenhangskomponenten von Hy4. Vertausche daher die Farben
2,4 in der Zusammenhangskomponente von Hyy, die vy enthélt. Fiir v kann
man nun die Farbe 2 wéhlen: f(v) = 2 (siehe Abbildung 12).

O

Satz 16. Jeder Graph ist A(G) + 1-farbbar.

Beweis: Greedy-Algorithmus:
Nummeriere alle Knoten vy, .., v,. Dann setze fir ¢ =1, ..n:

f(v;) :=min ({1,2,3, .., A(G) + 1}\f ({v; € N(v;) | 7 <i})).
Eine solche Definition von f(v;) ist moglich, da

[f({v; € N(w) | j <i})] < A(G) +1
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v4 va

Farbwechsel

Abbildung 11: Beweis von Satz 14: 1.Fall.

v3 v3
v v
vl v vl va
V5 \\/ v5
Farbwechsel

Abbildung 12: Beweis von Satz 14: 2.Fall.

3.6 Kantenfiarbung von bipartiten Multigraphen

Definition 42. Es seien V, E disjunkte Mengen. Die Menge der 2-elementigen
Teilmengen von V sei [V]?. Des Weiteren sei eine Abbildung

c: E—[V]?
gegeben. G = (V, E, ¢) ist dann ein Multigraph ohne Schlingen.

Bemerkung:
G ist ein einfacher Graph, falls ¢ eine injektive Abbildung ist. Die Kantenre-
lation E’ ist dann definiert durch:

E' ={(v,w) eV xV |JeeFE cle)={v,w}}.
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Abbildung 13: Beispiel eines Multigraphen.

Definition 43. Ein Multigraph G = (V, E, ¢) heifit bipartiter Graph, falls es
eine Partition

V=VuV,

gibt, so dass es keine Kante e mit c(e) = {a,b} und a,b € V; oder a,b € V,
qibt.

Satz 17. Ein bipartiter Graph enthdlt keinen Kreis ungerader Ldnge.

Abbildung 14: Beispiel eines bipartiten Graphen.

Problem 3. Es sei G = (V, E, ¢) ein Multigraph und es sei F,, = {1,2,...,n}.
F, st die Menge der Farben.
Gesucht ist eine Abbildung

f:E—F,

so dass
f(e) # flg) falls c(e) N e(g) # 0.

Falls eine solche Abbildung existiert heiffen die Kanten des Graphen n-fdirb-
bar.
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Beispiel 41. Es sei V; eine Menge von Lehrern und V, eine Menge von Schul-
klassen. Die Menge der Knoten sei V. =V, U V,.. Fiir jede Unterrichtsstunde
die ein Lehrer w € V) eine Schulklasse v € V,. unterrichten muss konstruiere
man eine Kante e. E sei die Menge dieser Kanten e und c(e) = {w,v} die
Abbildung die der Unterrichtsstunde e den Lehrer w und die Klasse v zuord-
net.

Frage: Wie viele Schulstunden muss der Stundenplan enthalten?

Fiir jede Schulstunde im Stundenplan verwende man eine Farbe. Jede
Kante e wird dann mit der Farbe der Schulstunde gefirbt in der die zugehdrige
Unterrichtsstunde stattfindet.

Satz 18. Fiir jeden bipartiten Multigraphen G sind die Kanten A(G)-fdarbbar.

Beweis: Induktion nach n = |E].
n = |E| = 0. Dann braucht man keine Farbe.

n — n+ 1. Es sei e eine Kante mit ¢(e) = {z,y}.
Mit der Abkiirzung E' = E'\{e} sind die Kanten des Graphen G’ = (V, E’, ¢)
A(G")-farbbar, wobei A(G') < A(G). Es sei
f : El = E\{e} — FA(G’)

eine solche Farbung. Die Knoten z, y besitzen in G’ weniger als A(G) anlie-
gende Kanten. Daher gibt es Farben a, § € Fa(g), so dass

keine an x anliegende Kante die Farbung o« besitzt und

keine an y anliegende Kante die Farbung 3 besitzt.

1.Fall: « = (8. Dann sei f(e) := a.

2.Fall: o # 3. Betrachte einen maximal langen Kantenzug
Z 1= C1€1C2€3...C5€5Cs1 1,

so dass

V’L f(e%_l)
\V/Z f(622') =

cT =

50 W

Die Eigenschaft Kantenzug bedeutet hierbei
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e Alle ¢; sind Knoten: Vi ¢; € V.

e Alle ¢; sind Kanten: Vi e; € E.

o Vi c(e;) ={ci,civ}

e Alle Kanten e; sind paarweise verschieden.

Es ist ¢s11 # y. Ansonsten wére s gerade und
C1C3...CsC541C1,

ein ungerader Kreis in G. Des Weiteren ist natiirlich ¢; # y fiir alle 1 <7 < s.
Wegen der Maximalitdt des Kantenzuges kann man die Farben im Kantenzug
z vertauschen. Das bedeutet

Vi e N f(62i_1) = «
VieN fley) = .

Fiir alle anderen Kanten aus e’ € E' setzen wir f(e) = f(e'). Wegen der
Konstruktion von f kénnen wir

fle)=p

setzen um mit f eine A(G)-Firbung der Kanten von G zu erhalten. [

4 Endliche Automaten

4.1 Der Mealy-Automat

Beispiel 42. e Ein Automat verkaufe fiir 30 Cent einen Kaugummi.

e Nach Fingabe von geniigend vielen 10 Cent und 20 Cent Stiicken gibt
der Automat einen Kaugummi heraus.

e Bei falscher Fingabe gibt es eine Riickgabe des Geldes.
Aufgabe: Beschreibe den Kaugummi-Automaten durch einen
gerichteten Graphen:

e Die Menge der Zustinde Z sei die Menge der Knoten.
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c4

c2

Farbwechsel

Abbildung 15: Zum Beweis von Satz 18.

° Anfangszustand.

° @ ein weiterer Zustand fiir 1 > 0.

Ein,A o3 . .
o z; —= z; Ubergang von einem Zustand z; zu einem Zustand z; nach
einer bestimmten Fingabe Ein

und mit einer bestimmten Ausgabe Aus.

Losung:

o1



Ein:10 cent Aus:-

Ein:10 cent Ein:20 cent Ein:20 cent Ein:10 cent Ein:20 cent
Aus: - Aus: Kaugummij Aus:Geldriickgabe | Aus:Kaugummi | Ayg: -

—
NS

Formal kann man den Kaugummi-Automaten in Beispiel 42 wie folgt
beschreiben:

e Menge von Zustédnden
Z = {Z07 21, 22}-

e Eingabemenge
¥ ={1,2}={10 cent, 20 cent}.

e Ausgabemenge

A = {K, R, —}={Kaugummi, Geldriickgabe, keine Ausgabe}.

e Uberfithrungsfunktion 6 : Z x ¥ — Z mit

(20,1) — =z
(20,2) +— 2o
(z1,1) — 2o
(z1,2) — 2o
(z2,1) — 2z
(22,2) — 2o



e Ausgabefunktion A\ : Z x ¥ — A mit

L A R
I

LN
N
O

N /N /N /N /N
N
—_
[\

~— ~— ~— ~— ~— ~—

Definition 44. Ein Mealy-Automat ist ein Sechstupel M = (Z,3, A, 0, A, 2p),
wobei

e 7 eine endliche Menge von Zustdinden ist,

Y eine endliche Eingabemenge ist,
o A eine endliche Ausgabemenge,
e 0:ZxX — Z eine Uberfihrungsfunktion
o \: 7 x X — A eine Ausgabefunktion und
e zy € Z der Startzustand ist.

Die Mengen Z,%, A sollten disjunkt sein.

Bei der Anwendung eines Mealy-Automaten werden mehrere Buchsta-
ben, also ein ganzes Wort eingegeben. In welchem Zustand sich der Mealy-
Automaten nach Eingabe des Wortes w befindet, gibt der Zustand ) (20, w)
an. Hierbei ist 6 : Z x ¥* — Z die allgemeine Uberfiihrungsfunktion.

Die Funktion ¢ : Z x ¥* — Z sei wie folgt rekursiv definiert:

0(z,€) = z firalleze Z,

0(z,wa) = 6(0(z,w),a) firalleaed weX* zeZ.

Man schreibt kurz § anstatt 6.

(Uberlege warum das moglich ist!).

Im Falle des Kaugummi-Automaten in Beispiel 42 liefert
die Eingabe w = 2121 den Zustand (2, w) = zy und
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die Eingabe w = 222111 den Zustand (2, w) = z».

Die allgemeine Ausgabefunktion A\ : ©T — AT sei wie folgt rekursiv
definiert:

Ma) = Mzo,a) fiir alle a € 2,
Mwa) = Mw)A(6(z,w),a) fiir alle a € X, w € T*.

Bem: Der Mealy-Automat liefert bei der Eingabe eines Wortes
w € 3T der Lange |w| als Ausgabe das Wort

v=Aw) e AT
der gleichen Lénge |w|.
Im Falle des Kaugummi-Automaten in Beispiel 42 liefert
die Eingabe w = 2121 die Ausgabe A(w) = —K — K und
die Eingabe w = 2221111 die Ausgabe A(w) = —R— K — —K.
Beispiel 43. FEs sei ¥ = {0,1}. Ein Mealy-Automat soll erkennen, ob bei der
Eingabe des Wortes w = b1by..b, € ¥* am Ende zwei Buchstaben doppelt vor-

kommen (also b,_1 = by, ). Der zugehirige Mealy-Automat mit Ausgabemenge
{J, N} (Ja oder Nein) sieht wie folgt aus:

Ein: 0
Aus: J
Ein: 0
Aus: N
Ein: 1
Aus: N
Ein: 1
Aus: N
Ein: 1
Aus: J
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4.2 Der Moore-Automat
Beispiel 44. e Fin Automat verkaufe fiir 30 Cent einen Kaugummi.

e Nach Eingabe von geniigend vielen 10 Cent und 20 Cent Stiicken gibt
der Automat einen Kaugummi heraus.

e Bei falscher Fingabe gibt es eine Riickgabe des Geldes.
Aufgabe: Beschreibe den Kaugummi-Automaten durch einen
gerichteten Graphen:

o Die Menge der Zustinde Z sei die Menge der Knoten.
° Anfangszustand.

° @ ein weiterer Zustand fiir i > 0 mit einer Ausgabe.

e z; — z; Ubergang von einem Zustand z; zu einem Zustand z; nach

einer bestimmten Fingabe Ein.

Losung:

e Menge von Zustdnden

Z = {Z07 21y 22y %3, Z4}-
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e Eingabemenge
¥ ={1,2}={10 cent, 20 cent}.

e Ausgabemenge

A = {K, R, —}={Kaugummi, Geldriickgabe, keine Ausgabe}.

e Uberfithrungsfunktion ¢ : Z x ¥ — Z mit

(20,1) — =z
(20,2) +— 29
(z1,1) — 2o
(21,2) +— 23
(22,1) +— 23
(22,2) — 2z
(z3,1) — 2z
(23,2) +— 29
(z4,1) — =z
(24,2) +— 2o
e Ausgabefunktion A : Z — A mit
20— —
2 > =
29 > —
z3 — K
zg — R

Definition 45. Ein Moore-Automat ist ein Sechstupel M = (Z, %, A, 6, A, zo),
wober

e 7 eine endliche Menge von Zustdinden ist,

e X cine endliche Fingabemenge ist,
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e A eine endliche Ausgabemenge,
e 0:ZxX — Z eine Uberfihrungsfunktion
e \: 7 — A eine Ausgabefunktion und
e 2y € Z der Startzustand.
Die Mengen Z,%, A sollten disjunkt sein.

Wie beim Mealy-Automaten kann man beim Moore-Automaten, eine all-
gemeine Uberfiihrungsfunktion und eine allgemeine Ausgabefunktion definie-
ren:

Die allgemeine Uberfithrungsfunktion sei:

0:Zx% — Z
5(z,¢) = =z firallez € Z,

~ A~

d(z,wa) = §(6(z,w),a) firallea e X weX* zeZ.

Man schreibt kurz ¢ anstatt 0.
Die allgemeine Ausgabefunktion sei

A:Yt - Z
Ma) = M6(z0,a)) fiir alle a € 3,
Mwa) = Mw)A0(zp, wa)) fiir alle a € X, w € L.

Bem: Der Moore-Automat liefert bei der Eingabe eines Wortes
w € X1 der Linge |w| als Ausgabe das Wort

v=Aw)eA*
der gleichen Lange |w|.

Beispiel 45. Es sei ¥ = {0,1} x {0,1} und A = {0, 1}.
Ziel ist es zwei bindr geschriebene Zahlen a,b € AT zu addieren. Dazu
schreiben wir

a = aoQy...ay
bob;...by,
w = (ao,bo)(al,bl)...(&n,bn) = j(a, b)

S8
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Hierbei entsprechen agay...a,, und byb;...b, den Zahlen

T = zn:aka und y = Zn:kak.
k=0 k=0

Wir suchen nun einen Moore-Automaten der unter der Eingabe w € X
als Ausgabe die bindre Summe a @& b € AT liefert. Abbildung 16 zeigt einen
solchen Automaten. Hierbei ist folgendes zu beachten. Die bindre Darstellung
a®b ist eventuell ein Wort der Linge n+2 und nicht nur n+1 wie das Wort
w. Dieses Problem wird dadurch vermeiden, dass man den Moore-Automaten
nur auf Worte aus

{w = (ag,bo)(ay,br)...(an,b,) € T | a, =b, =0}

anwendet. Jedes gegeben Wort lafit sich natirlich so verlingern, dass a, =
b, = 0.

(1,0),(0,1)
(1,1)

Abbildung 16: Addition durch einen Moore Automaten

Die Kaugummi-Automaten in Beispiel 42 und Beispiel 44 liefern bei der
gleichen Eingabe w die gleiche Ausgabe S\(w), obwohl der eine Automat ein
Mealy-Automat mit 3 Zustdnden ist und der andere Automat ein Moore
Automat mit 5 Zusténden.

Der folgende Satz zeigt, dass so eine Aquivalenz fiir jeden Moore- und
Mealy-Automaten konstruiert werden kann.
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Satz 19. Zu jedem Moore-Automaten gibt es einen Mealy-Automaten, der
bei gleicher Eingabe die gleiche Ausgabe liefert und

umgekehrt gibt es zu jedem Mealy-Automaten einen Moore-Automaten der
bei gleicher Fingabe die gleiche Ausgabe liefert.

Beweis: :
1. TEIL: MOORE-AUTOMAT — MEALY-AUTOMAT.
Essei M = (Z,%,A,0, \, z) ein Moore-Automat. Dannsei M’ = (Z, %, A, 6, N, 29)
der Mealy-Automat mit

N(z,b) == \(0(z,b)) firalle z € Z,beX.

Fiir die zugehorigen allgemeinen Ausgabefunktionen gilt

~

N(w) = AMw) fiir alle w € £F .
Dies folgt durch Beweis durch Induktion nach |w| und mit Hilfe der Formel

"(w)XN(0(20, w), a)

(w)A(6(d(20, w), a))
(w)A(d(20, wa))

(

wa),

N(wa) =

PSS

>

Pt

wobei w € ¥F a € X.

2. TEIL: MEALY-AUTOMAT — MOORE-AUTOMAT.
Essei M = (Z,%, A, 0, A, z0) ein Mealy-Automat. Dann sei M’ = (Z', 3, A, 0", X, 2{)
der Moore-Automat mit

7' = ZxANA,
2y = [z0,a0] wobei ag € A beliebig fest gewihlt,
8 ([z,a],b) = [0(2,b),\(2,b)] fiir alle [z,a] € Z/,be X
N([z,a]) = a firalle|z,a] € 7.

Fiir die zugehorigen allgemeinen Ausgabefunktionen gilt

~ ~

N(w) = AMw) fiir alle w € o . (1)

Diese Aussage zeigt man wie folgt:
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Zuerst zeigt man durch Induktion, dass es fiir alle [z,a] € Z/,w € X7 ein
a’ € A gibt, so dass gilt:

8 ([z,a],w) = [6(z,w), d'].

Die Gleichung (1) folgt dann durch Beweis durch Induktion nach |w| und
mit Hilfe der Formel

~

N(wa) = %’(W)X(W(Zéawa))
= N(w)XN(8([z0, ao], wa))
= AMw)X(5"(5'([20, ao0], w), @)
= AMw)X(9"([8(z0, w), a], a))
= Mw)N([6(3(z0, w), a), A(é (20, w), a)))
Mw)A (620, w). )
AMwa),

wobei w € X1, a € 3. [

4.3 Der endliche Automat

Ein endlicher Automat ist ein Moore-Automat mit Ausgabemenge A =
{J,N}.

Formal definiert man eine endlichen Automaten wie folgt:

Definition 46 (DEA). Ein endlicher Automat ist ein Finftupel M = (Z,%, 9, 2o, F'),
wober

e 7 eine endliche Menge von Zustdinden ist,
e X cine endliche Eingabemenge ist,

e 0:7Zx X — Z eine Uberfihrungsfunktion,
e 2y € Z der Startzustand und

e [ C Z eine Menge von Endzustinden ist.

Die Mengen Z,%. sollten disjunkt sein.
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Die allgemeine Uberfithrungsfunktion sei:

S Z XY — Z
5(z,¢) = =z firallez € Z,
6(z,wa) = 0(6(z,w),a) firalleae S, weX ze 7
Man schreibt kurz & anstatt 6.

Definition 47. Es sei M = (Z,%,0, 29, F') ein endlicher Automat. Die von
diesem Automaten akzeptierte (oder erkannte) Sprache wird definiert als

Ly :={w e X | §(z0,w) € F}.
Definition 48. Eine Sprache L C ¥* heifit requldr, falls es einen endlichen
Automaten gibt, der L akzeptiert.
Beispiel 46. Es sei ¥ = {0,1} und
L ={wiwsy..w, € 5" | w,_1 = wy}.
Der endliche Automat, der diese Sprache erkennt, ist in Abbildung 17 darge-
stellt.
Beispiel 47. Es sei ¥ = {a,b,a',b7'}. Dann sei
H={zeY | -3p,qe¥* z=paa'qgA

—3Ip,q € X* z=patag A

—3p,q € T* z=pbb g A

—3Ip,q €T z=pbthg ).

In Beispiel 22 wurde auf H eine Gruppenstruktur konstruiert. Der Auto-
mat in Abbildung 18 zeigt eine endlichen Automaten, der H akzeptiert.

Satz 20. Es sei My = (Z,%,A,0, A, z9) ein Moore-Automat. Es seien w =
wow; ... w, € LT und ¢ = qoq1...qn € AT Warter gleicher Linge. Dann fassen
wir das Wort (w, q) wie folgt als Wort in (3 x A)T auf

(wo, qo) (w1, q1).-.(Wn, ¢n) =: T (w, q).
Die Diagonalsprache des Moore-Automaten M ist definiert als

Lp = {J(w,Aw)) | wex*}
C (ExA)TC(TxA)”

Dann gibt es einen endlichen Automaten, der diese Sprache erkennt.
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Ein: 0
Abbildung 17: Ein endlicher Automat

Beweis: Es sei M, = (Z',%,0', 29, Z) wobei z,, ein weiterer Zustand und

Z' = ZU{zu},

Y = Y xA,
y 0(z,b) falls z # z,, und ¢ = A(d(2,b
S = {000 B 2 e nd = AGGD)

Auf Grund der Eigenschaften eines Moore-Automaten ist

(w, A(w))

(w1w2---wm Q1Q2---Qn)

I <=l

A(6(20, wy...w;))

g furi=1,..,n.

Daher erkennt Z’" die Diagonalsprache Lp. [

4.4 Das Pumping Lemma

Satz 21. Es sei L C ¥* eine requldre Sprache. Dann gibt es eine Zahl n, so
dass gilt:

Fiir alle Worter x € L mit |x| > n gibt es Wéorter u,v,w € ¥*, so dass
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Abbildung 18: Ein endlicher Automat

o T =uvw ,

v =1,

luv| < n und

fiir alle i = 0,1,2, ... gilt vv'w € L.

Proof. Es sei M = (Z,%,6, 29, F') der endliche Automat der L akzeptiert.
Wir wihlen n := |Z|. Es sei nun © = z125..x,, € L ein Wort der Lénge
|z| = m > n. Bei der Anwendung des Wortes x auf den endlichen Automaten
M geht der Automat M in folgende Zustéinde iiber:

d(20, T129...;) firi=0,...,n.

Dies sind n+ 1 Zustdnde. Nach dem Schubfachprinzip, gibt es einen Zustand
Z, den der endliche Automat mehrmals erreicht. Dies bedeutet es gibt 0 <
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k <7 <n mit
Z = 0(20, 1122...7%) = (20, X122...7;).

Daher gilt
02, Tps1..xj) = 2

und da M das Wort x akzeptiert
5(2, flfj+1...l’m) € F.

Wir setzen daher

U = IT1T2...Xk
v = Tk41.--Tj
w = Tjqy1..-Ty-

Durch Induktion zeigt man nun leicht
(20, uv'w) € F
fiir alle ¢ € Ny. Dies zeigt die Behauptung. O
Beispiel 48. FEs sei 3 = {0,1} und
L = {wws.. w, € " | wy_1 = wp}.

Der endliche Automat, der diese Sprache erkennt, ist in Abbildung 17
dargestellt. Wir wihlen n = 5 = |Z|. Als Beispiel wdhlen wir das Wort
x = 110011. Der Zustand q; wird bei der Eingabe x1 = 1 und bei der Fingabe
r1Tox3x4x5 = 11001 erreicht. Daher konnen wir

u g
v = 1001
w

wéhlen. Man sieht, dass auch uvw = 11001100110011 € L.
Beispiel 49. Es sei ¥ = {a,b} und

L={a™"™ e X" | meN}

Es gibt keinen endlichen Automaten der diese Sprache akzeptiert.
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Beweis: Wir nehmen an es gibt einen endlichen Automaten, der L akzep-
tiert. Dann gibt es nach dem Pumping Lemma Satz 21 eine Zahl n mit den
Eigenschaften im Pumping Lemma. Wir wéhlen nun x = a™b". Es sei nun
x = wvw die Zerlegung nach dem Pumping Lemma. Dann folgt uv?w € L und
v = a® mit k > 1. Daher ist uv?w = a®™*b" € L. Dies ist ein Widerspruch. O

Beispiel 50. FEs sei 3 = {0} und
L={0"eX | neN}

Es gibt keinen endlichen Automaten der diese Sprache akzeptiert.

Beweis: Wir nehmen an es gibt einen endlichen Automaten, der L ak-
zeptiert. Dann gibt es nach dem Pumping Lemma Satz 21 eine Zahl n mit
den Eigenschaften im Pumping Lemma. Wir wiahlen nun x = 0"*. Es sei nun
x = uvw die Zerlegung nach dem Pumping Lemma. Dann folgt uv?w € L
und

n? = |z| = luvw| < |uww|=
lw*w| < ||+ |uvw| =
luv| + 2] < n+n®<n®+2n+1=
= (n+1)%

Dies zeigt n? < |uv?w| < (n + 1)% Damit ist aber uv?w ¢ L. Dies ist ein
Widerspruch. [

Satz 22. Es sei ¥ = A = {0,1}. Es gibt keinen Moore-Automaten My =
(Z,%,A,0,\, 29) mit folgender Eigenschaft:

My berechnet die Quadrat-Funktion in folgendem Sinne. Es sei
E={e=-epej..e, | &, =0 fir(n—1)/2<i<n}.

Fir die Eingabe e = egey...e, € B und
die Ausgabe ¢ = qoqq---gn = A(e) gilt

y:iqﬂi, xzzn:eﬂi
i=0 1=0
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Beweis: Wir nehmen an es gibt eine Moore-Automaten mit obiger Ei-
genschaft. Dann gibt es nach Satz 20 einen endlichen Automaten, der die
Diagonalsprache

Lp ={J(w, A(w)) | w e ©F}

akzeptiert.

Dann gibt es nach dem Pumping Lemma Satz 21 eine Zahl n mit den
Eigenschaften im Pumping Lemma.

Es sei nun:

W; = Wip...W;N € N

o 1 falls i=j
Wi = 0 sonst

N = 40n

Beachte, dass J (w;, wy;) € Lp fiir i = 1,...,N/4, da N grof§ genug gewihlt
wurde.

Wir wihlen nun z = J (Wp41, Womqt1)). Es sel nun @ = wow die Zerlegung
nach dem Pumping Lemma. Dann ist u,v € {¢, (0,0)}" und es gilt

y = uv’w € Lp.

Man sieht
Y = T (Wni14 0] Wains1)4])-
Dan+1+|v] < N/Amu 2(n+1)+ |v| = 2(n+1+|v|) gelten. Hieraus folgt

|v| = 0 was ein Widerspruch zur Eigenschaft von v im Pumping Lemma ist.
U

Problem 4. Es sein € N eine feste Zahl,
Y = {0,1}
A = {k|0<k<22F0 el

Gesucht ist ein Moore-Automat M, = (Z,3, A, 0, \, 2g),
der in folgendem Sinne die Quadratzahlen berechnet:

~

ap...02p+1 = )\(QO---Qn)
2n+1 n
y= Z a;2', €r = Z%Qi
i=0 i=0
Yy = z2.
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Losung: Es sei M = (Z,%,A,6, A, z9) der Moore-Automat

Z = Aagla=qn . €Y, 0<k<n+1}U{z}

20 = 20,0..0
_ 2k+1,90q1---Qk—1bqk+1---Gn falls k <n
Ok go..qn b) = { 2y falls k =n+1
€ falls k <n
aoai...ao,+, falls k = n + 1 wobei y = 22
)‘(tho--qn) = y = Z2n+l .9
- i=0 P4
T =30 ¢2

Dieser Moore Automat berechnet die Quadratzahlen z? fiir 0 < z < 2"+,

4.5 Der nichtdeterministische endliche Automat

Definition 49 (NEA). Ein nichtdeterministischer Automat ist ein 5-Tupel
M= (Z,%,6,S, F), wobei

Z eine endliche Menge von Zustinden,

Y eine endliche Eingabemenge,

o §:Zx X — P(Z) eine Uberfihrungsfunktion
e S C Z die Menge der Startzustinde und

o [ C Z die Menge der Endzustinde ist.

Die Mengen Z,3. sollten disjunkt sein.

Die allgemeine Uberfithrungsfunktion des nichtdeterministischen Auto-
maten M sei:

~

§:P(Z) %y — P(2)

6(Z'¢) = Z' firalle Z C Z,
0(Z aw) = |Jd(8(z,0),w) firallea €3,
zezZ’!

weX* 7 CZ.

Man schreibt kurz & anstatt o.
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Die von M akzeptierte Sprache ist
Ly :={weX*|o(S,w)NE #0D}

Beispiel 51. Es sei ¥ = {0,1}. Die vom nichtdeterministischen endlichen
Automaten M = (Z,3,0,5, E) in Abbildung 19 akzeptierte Sprache ist

L ={wiwsy..w, | n>2ANw, =w, 1 =0}U{0} C X"
Hierbei ist

= {20721722}
{22}

= {20, 21}

n =N
Il

(=%

2
<
=)

(=%

N
g
—_

>

N
—
(a)

(=%

I
)
(=)

[«%) (@2

N N N N N /N
EN
i
'—l

N’ e e e N N

N
no
—_

0,1

{2 ((3)

Abbildung 19: Ein nichtdeterministischer endlicher Automat

Beispiel 52. Es sei ¥ = {0,1}. Die vom nichtdeterministischen endlichen
Automaten in Abbildung 20 akzeptierte Sprache ist

L =A{wws..w, | n>2ANw, =w, 1} C X"

In Abbildung 17 ist ein endlicher Automat abgebildet, der diese Sprache er-
kennt.
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()

Abbildung 20: Ein nichtdeterministischer endliche Automat

Beispiel 53. Es sei ¥ = {0,1} und k eine feste Zahl. Die vom nichtdeter-
mainistischen endlichen Automaten in Abbildung 21 akzeptierte Sprache ist

L, = {wlwg...wn | n>kA Wp—k+1 = 0} @D

Es gibt keinen endlichen Automaten mit weniger als 2¢ Zustinden, der Ly,
akzeptiert.

0,1

®)

<0

0,1 0,1 0,1
=)

Abbildung 21: Ein nichtdeterministischer endliche Automat

Beweis: Es sei M ein endlicher Automat mit weniger als 2¥ Zustinden,
der L, erkennt. Wegen des Schubfachprinzipes und [{0,1}*| = 2% muss es
zwei Worter yi,y2 € {0, 1}, y1 # yo geben, so dass

S(Zanl) = S(Zo,?h)-

Es sei i die erste Position, an der sich yi, y» unterscheiden (1 < i < k). Dies
bedeutet, dass
Y1 = UOU, Yz = U1U/7
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wobei |u| =i — 1, |v| = [v/| = k — i und wobei man hierzu eventuell y; und
1o vertauschen muss. Nun sei w € {0,1}*~! beliebig. Dann haben die Wérter

yiw = ulvw, Yow = ulv'w,

die Eigenschaft, dass an der k-letzten Stelle der Buchstabe 0 beziehungsweise
1 vorkommt. Also ist

yiw = ulvw € Ly, yow = ulv'w & L. (2)
Auflerdem folgt
0(20, y1w) 0(0(z0, 1), w)
= 0(0(20,y2), w)
= (20, y2w).

Dies bedeutet yyw € Ly < yow € L. Dies ist ein Widerspruch zu (2). O

Satz 23.  a) Es sei L(M) die Sprache die von dem nichtdeterministischen
Automat M akzeptiert wird.
Dann gibt es einen deterministischen Automaten M’', der die gleiche
Sprache akzeptiert. Das heifit

Lyp = Lyy.

b) Es sei L(M') die Sprache die von dem deterministischen Automat M
akzeptiert wird. Dann gibt es einen nichtdeterministischen Automaten
M, der die gleiche Sprache akzeptiert. Das heifSt

Ly = L.

zua) Essei M = (Z,%,6, S, F) ein nichtdeterministischer Automat. Dann
sel

M = (2,50, 2,F),

zZ = P(2),
§'(2'a) = |Jd(z,0)=0(2'0), Z'€Z,
zez!
2 = S,

E = {ZcZ|ZnE+#0}.
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Fiir ein Wort z = a4...a,, € ¥* gilt

T € LM

0
5(S,x)NE # 0

0

Es gibt eine Folge 71, Z5,...Z,, C Z mit:

5,(5, al) = Zl, 5,(21, ag) = Zg g eeey 5,(Zn_1, an) = Zn, Zn NE 7é @
) 0
8(S,z) € FE
0
X c L.

zu b) Es sei M’ = (Z,%,0', 2, F) ein deterministischer Automat. Dann
sei

M = (Z,%,6,{z%}, F),
§(z,a) = {0(z,a)}.
Man sieht, dass Ly, = L. U

Beispiel 54. Der nach dem Beweis von Satz 23 konstruierte deterministi-
sche endliche Automat zum nichtdeterministischen endlichen Automaten in
Beispiel 51 ist in Abbildung 22 dargestellt.

Unter Wegnahme der tuberflissigen Zustinde erhalt man den endlichen
Automaten in Abbildung 23.

4.6 Satz von Myhill-Nerode und Minimalautomaten

Definition 50. Es sei 7 € R X R eine Aquivalenzrelation. Die Anzahl der
Aquivalenzklassen von T heifit der Index von T.

Beispiel 55. e Die Restklassenrelation Modulo p hat Index p.

e = ¢ N XN hat Index co.

Definition 51. Fine bindre Relation T € H x H auf einer Halbgruppe H
heifst rechts-invariant, falls

Vze H (x1y = x27Y%).
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Abbildung 22: Deterministischer endlicher Automat zum nichtdeterministi-
schen endlichen Automaten in Abbildung 19.

Beispiel 56. e = ¢ R xR ist rechts-invariant. (Aquivalenzrelation,)
e < &N x N ist rechts-invariant. (keine Aquivalenzrelation)

e < €7 x Z ist nicht rechts-invariant. (keine Aquivalenzrelation)

Konstruktion 1. Es sei M = (Z,%,6, 2, I) ein endlicher Automat. Die
Aquivalenzrelation Ry auf X zu M ist wie folgt definiert:

rRyy & 0(20,7) = (20,Y).

Eine Aquivalenzklasse ist dann [2]g,, == {w € * | (20, w) = z}.

Bemerkung:

e R, ist eine rechts-invariante Aquivalenzrelation.
e R,; hat endlichen Index.

e Es sei L die von M akzeptierte Sprache. Dann ist L die Vereinigung
einiger Aquivalenzklassen von Ry;.
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1

Abbildung 23: Deterministischer endlicher Automat von Abbildung 19 ohne
iiberfliissige Zustéande.

Konstruktion 2. Es sei L C ©* eine Sprache. Die Aquivalenzrelation Ry,
zu der Sprache L ist wie folgt definiert:

xRy & (Vze¥' (zze€ Lo yzel)).
Bemerkung: R, ist eine rechts-invariante Aquivalenzrelation.

Konstruktion 3. Es sei R, die rechts-invariante Aquivalenzrelation zu L
auf 3*.
R; habe endlichen Index.
Dann sei M, = (Z',%,0', 2, F') der endliche Automat mit

Z' = {[z] | x € &},

8([z],a) = za], Va€eX

26 = [6]>

F' = {[z]| € L}.
Hierbei ist [2] die Aquivalenzklasse beziiglich Ry.

Bemerkung: Es gilt:
o([z],w) = [zw] Vw e X und Ry, = Rr.
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Denn es gilt

ZL'RMRLy And 5(26>I) = 5(267'3/)
< lex]r, = [ey]r,
& [z, = [Ylr,
& xRpy.
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Satz 24 (Satz von Myhill-Nerode). Folgende Aussagen sind dquivalent:
a) Die Sprache L C ¥* ist reguldr.

b) Es gibt eine rechts-invariante Aquivalenzrelation R mit endlichem In-
dez, )
so dass L die Vereinigung einiger Aquivalenzklassen von R ist.

¢) Der Index von Ry, ist endlich.

Beweis:

a) — b) Es sei M = (Z,%,0, 29, F) der endliche Automat, der L akzep-
tiert. Der Index von Rj; ist endlich, da M nur endlich viele Zusténde hat.
Man sieht

L = {ZL’ | 5(ZO>I) GF} = U [f]RI\/I‘

fer

b) — ¢) Dass L die Vereinigung einiger Aquivalenzklassen von R ist, be-
deutet dass es x1, 2o, ..., T, gibt, so dass

L= e 0

Es sei xRy. Da R rechts-invariant, gilt Vz € ¥* (zzRyz) . Wegen (3) gilt
daher
rz €L & yze L.

Dies bedeutet xR y. Also ist
R C Ry. (4)

Daher ist der Index von Ry kleiner gleich dem Index von R. Also ist der
Index von Ry, endlich.

c) — a) Betrachte den endlichen Automaten M,, nach Konstruktion 3.
Dann gilt 0([¢], w) = [w]. Also akzeptiert M,, das Wort w genau dann wenn
w € L.

U

Satz 25 (Minimalautomat). Es sei L C X* eine requlire Sprache. Mg,
ist der endliche Automat mit der geringsten Anzahl von Zustinden, der L
akzeptiert (Minimalautomat). Jeder L akzeptierende endliche Automat M
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mit der selben Anzahl von Zustinden wie Mg, ist isomorph zu Mg, und es
qilt
Ry C RMRL'

Beweis: Es seien M und M’ endliche Automaten bei denen man jeden
Zustand durch die Eingabe eines Wortes erreichen kann. Falls

Ry C Ry

fiir zwei endliche Automaten, dann hat M mindestens so viele Zustdnde wie
M’'. Der Grund hierfiir ist, dass

{[2lrn | 2 € 2} D {[Z]g,, | &' € Z}.

Wegen (4) gilt aber
Ry C Ry, = RMRL‘

Daher hat M mindestens so viele Zustédnde wie Mg, .
Falls M’ die gleiche Anzahl von Zusténden wie M = My, hat, dann ist

Ry = Ry
Ein Isomorphismus ist nun durch

AR

7 +— 2z fallsesein w € X" mit

8 (zp,w) =2
d(z0,w) = 2
gibt.

gegeben. [
Beispiel 57.

L=A{a""|n>1}

15t nicht reguldr.
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Beuweis: Die folgenden Mengen sind Aquivalenzklassen von Ry:
lab] = L

{a®h,a®v?, a'b?, ...}

[a®h] = {a®b,a’V?, a’b?, ...}

EY

[N}

S
I

[akb] — {ak-i-i—lbi | i> 1}

O

4.7 Konstruktion von Minimalautomaten

Konstruktion 4. Es sei M = (Z,%,0, 2, F) ein endlicher Automat, bei
dem jeder Zustand durch Eingabe eines Wortes erreicht werden kann.
Dann definiere folgende Aquivalenzrelation auf Z :

z=7 & MweX (0(zw)eF i w)erF).
Der Minimalautomat zu L ist nun:
M = (Z',%,8, 2, F)
Z' = {[zl= | z€ Z}
d([z]lz,a) = [0(z,a)]=

2o = [20]=
F' o= {4 | =€ F).

Bemerkung: M’ ist der Minimalautomat von L. Dies erkennt man aus
Ry C RMRL der Definition von Rj; und der Konstruktion von M’.

Der Minimalautomat léasst sich wie folgt konstruieren:
1. Stelle eine Tabelle fiir alle Paare von Zustidnden {z, 2}, mit z # 2’ auf.

2. Markiere alle Paare {z,z'} mit z € F und 2’ ¢ F. Eine Markierung
bedeutet dass fiir diese Zusténde gilt z # 2/
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3. Markiere {z, '}, falls es ein a € ¥ gibt, so dass

{6(z,a),6(¢',a)}
markiert ist.

4. Falls keine weitere Markierung mehr mdoglich ist, kann man alle unmar-
kierten Paare {z, 2’} zu einem Paar verschmelzen.

e 7 0

150

Abbildung 24: Kein minimaler endlicher Automat
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Beispiel 58. Der
endliche Automat
i Abbildung 24 st
nicht minimal. Durch
nebenstehenden — Mi-
nimalisierungsprozess
erhdlt  man  einen
minimalen  endlichen
Automaten, der in
Abbildung 25  dar-
gestellt ist. Die wvon
diesem Automaten
akzeptierte  Sprache
15t

L ={ze{0,1}"|

x enthélt Infix 00}.

<1

<2

<3

<4

<1
<2
— 23
2/ @ @ | @ | @
20 21 22 23 20 21 22 %23
2l o
<2 o
Z3 @ [
71 N B )
20 21 22 %3

1

Abbildung 25: Minimaler endlicher Automat

|

0,1

5 Regulire Ausdriicke und Grammatiken

file.txt:

5.1 Regulidre Ausdriicke

79

Mittels des Befehls egrep (Linux Betriebssystem, na klar!) kann man regulére
Ausdriicke in einem Textfile finden.




aab

aaa

bba
Eingabe Ausgabe
egrep ’(aa)’ file.txt | aab, aaa
egrep ’( aa )’ file.txt
egrep ’( aab )’ file.txt | aab
egrep ’(aa){1}’ file.txt | aab, aaa
egrep ’ (b)(balab)* > file.txt | bba

Definition 52. Reguldre Ausdriicke iber einem Alphabet ¥ sind wie folgt
rekursiv definierte Formeln:

o () ist ein requlirer Ausdruck.
e ¢ ist ein requldrer Ausdruck.
o Flir jedes a € ¥ ist a ein requldrer Ausdruck.

o Falls v und (8 regulire Ausdricke sind, dann auch

af, (a]f) und (a)*.
Beispiel 59. Fir ¥ = {0,1} sind 00 und 1(10]01)* regulire Ausdriicke.

Definition 53. Die Sprache L() zu einem requliren Ausdruck -y iber einem
Alphabet 33 ist wie folgt rekursiv definiert:

o L(0)=10

o L(e) = {e}.

o L(a) = {a} fiira € ¥.

o L(af) = L(a)L(P)

o L(a|f) = L) UL(B)  fiir regulire Ausdriicke o3
o L((@)") = L(a)"
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Beispiel 60. Fir ¥ = {0,1} ist

L(00) = {00}
L(1(10[01)*) = {1}{10,01}* = {110,101,11010, ...}
L((0]1)*(00[11)) = {wijwz..w, € X" | w,_1 = wy,}

L((0]1)*(00[11)) ist die vom Automaten in Abbildung 46 akzeptierte Sprache.

Lemma 6.

L((alP)y) = L{ev]Bv)
L((ela)”) = L(a).

Satz 26 (Kleene). Die Menge der durch regulire Ausdriicke beschreibbaren
Sprachen ist genau die Menge der requldren Sprachen.

Beweis: “=" Es sei v ein regulirer Ausdruck und L(y) C ¥* die Sprache,
die dieser Ausdruck beschreibt.

Wir fithren Induktion iiber die Lange [ des reguléren Ausdruck ~.

Linge [=1: Firy=0,y=€eund vy =a, a € X findet man leicht einen
endlichen Automaten, der L(v) akzeptiert.
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M1 M2

o %<>

Abbildung 26: Konstruktion eines Serienautomaten.

[—1— 1L
FALL 1: v = af. Nach Induktionsvoraussetzung gibt es NEA’s My, Ms, die

L(a) und L(f3) akzeptieren. Wir konstruieren folgenden Automaten M in
“Serie” (siehe auch Abbildung 26):

e M hat die Zustande von M; und M,.

e Startzusténde sind die Startzustande von M. Falls € € L(«), dann sind
zusitzlich die Startzustidnde von M, Startzustande.

e Endzustiande sind die Endzustande von Ms.

e Man beschreibe die Uberfithrungsfunktion von M mit Pfeilen in ei-
nem Graphen. M habe dann die Pfeile von M; und M; und folgende
zusiatzlichen Pfeile: Falls ein Pfeil in M; von einem Zustand zu einem
Endzustand geht, dann fiithre von diesem Zustand Pfeile zu jedem Start-
zustand in M, mit der gleichen Markierung.

Man sieht dass M die Sprache L(vy) = L(af3) akzeptiert.
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Abbildung 27: Konstruktion eines Vereinigungsautomaten.

FALL 2: v = («|f). Nach Induktionsvoraussetzung gibt es NEA’s
My = (Z1,%,01, 51, Er) und My = (Z2, 5, 09, Sa, Ea), Z1 N Zy = 0,
die L(«) und L(f3) akzeptieren. Dann akzeptiert

M = (Zl U Zg, 2,(51 U 52, Sl U 52, Fi U Eg)

die Sprache L(7y) = L(«|B). (siche Abbildung 27).
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Abbildung 28: Konstruktion eines x-Automaten.

FALL 3: v = (a)*. Nach Induktionsvoraussetzung gibt es einen NEA M,
der L(«) akzeptiert. Wir konstruieren folgenden Automaten M (siehe auch
Abbildung 28):

e M hat die Zustidnde von M; und einen weiteren Zustand z, der zum
Akzeptieren des leeren Wortes € benotigt wird.

e Startzustiande sind die Startzustinde von M; und z..
e Endzustidnde sind die Endzustiande von M; und z..

e Man beschreibe die Uberfiithrungsfunktion von M mit Pfeilen in einem
Graphen. M habe dann die Pfeile von M; und folgende zusétzlichen
Pfeile: Falls ein Pfeil in M; von einem Zustand zu einem Endzustand
geht, dann fithre von diesem Zustand Pfeile zu jedem Startzustand in
M; mit der gleichen Markierung.

Man sieht dass M die Sprache L(vy) = L((«)*) akzeptiert.

“<” Essei M ein DEA, der die Sprache L C ¥* akzeptiert. Die Zustédnde
von M seien zq, ..., z,, wobei z; der Startzustand.

Fir ¢,j € {1,..,n} und k € {0,1,...,n} definiere die Sprache R}, wie
folgt:

Rﬁj = {r=u2..2, € ¥ | §(z,2) = z; und
fiir jeden Zwischenzustand 6(z;, x1...2;) = 2, 1 <1 <'s
gilt & < k}.
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Durch Induktion nach k zeigen wir, dass Rff ; sich durch einen reguldren
Ausdruck beschreiben lésst.
k=0: Fiir k=0 und @ # j gilt:

jo = {a e X | 5(zi,a) = Zj}.
Fir £ =0 und ¢ = j gilt:
R?J = {6} U {CL eX ‘ (S(ZZ‘,CL) = Zi}-

jo ist also immer endlich und lésst sich daher durch einen reguldren Aus-
druck beschreiben.
k — k + 1: Beobachte

k+1 _ pk k k * pk
Ri,j - Ri,j U Ri,k+1(Rk+1,k+1) Rk+1,j-

Es sei af; ein regulirer Ausdruck fiir R};. Dann ist
k+1 _ (K k k * K
Qi = (ai,j | O‘i,k+1(ak+1,k+1> ak+1,j>’

Damit ist bewiesen, dass Rfj sich durch einen reguldren Ausdruck be-
schreiben lassen.

Es seien iy, ..., %,, die Indizes der Endzustéinde. Dann gilt

m
L=J R, =JR,.
zi€eE s=1
Also ist
L(a?,il | a?,iz | 04711,2‘3) = L.

O

Beispiel 61. Folgende Tabelle zeigt die Konstruktion des reguldren Aus-
drucks zum endlichen Automaten in Abbildung 29. Hierbei wurde die Formel

k+1 _ pk k k * pk
Ri,j o Rz}j U Ri,k-i-l(Rk—i-Lk-l—l) Rk+1,j

und einige Vereinfachungsformeln fiir requlire Ausdriicke verwendet:

L(..)= R]fl R]f2 R]f?) R§1 R§2 R§3 R§1 R§2 R]?f?,
k=0 € 110 0 0 0 1 0 0 1le
k=1 € 110 0 0 0 1 0 0 1le
k=2 e (1]0)0* (1]0)0*1 0 0* 01 0 00" O0*lfe
k=3 (1/0)(0]1)*1
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Abbildung 29: Endlicher Automat zu Beispiel 61

Satz 27. Die reguldren Sprachen sind abgeschlossen unter Vereinigung, Pro-
dukt, Stern, Komplement und Schnitt.

Beweis: Die Abschlusseigenschaft unter Vereinigung, Produkt und Stern
folgt aus dem Satz von Kleene und dass fiir regulidre Ausdriicke «, 5 gilt

L(af) = L(e)L(5)
L(alf) = L(e) UL(S)
L(()") = L(a)".

Falls M = (Z,%,0, 29, E) ein DEA ist, dann ist M = (Z,%,0, 29, Z\E) ein
DEA, der die Komplementsprache erkennt.

Aus der Morganschen Komplementenregel folgt die Abschlusseigenschaft
beziiglich Schnitt.

5.2 Grammatiken

Deutsche Sétze:
e Der Baum hat schone Blétter. (grammatikalisch richtig)
e Schone der hat Bliatter Baum. (grammatikalisch falsch)
C-code:

e for(i=0;i<5;++i) {
ali]l = b[i] + c[i];
}

(grammatikalisch richtig)
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e for(i=1...5) {

a(i) = b(1) + c(i);

b

(grammatikalisch falsch)

< Satz >

< Subjekt >

< Objekt >

< Artikel >

< Artikel >

< Artikel >

< Artikel >

< Adjektiv >
< Adjektiv >
< Substantiv >
< Substantiv >
< Pradikat >

L

< Subjekt >< Préadikat >< Objekt >

< Artikel >< Adjektiv >< Substantiv >
< Artikel >< Adjektiv >< Substantiv >
€

der

die

das

schone

€

Blatter

Baum

hat
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Definition 54. Fine Grammatik ist ein 4-Tupel G = (V, 3, P, S), wobei
o UV endliche Menge der Variablen,

e > endliche Menge des Terminalalphabets,

e XNV =0,
o 5 c(VUD) x (VUX)* Relation der Regeln,
o S €V Startvariable.

Definition 55. Sei G = (V, X, P, S) eine Grammatik. Die Ableitungsrelati-
on =¢ auf (VUX)* ist definiert durch

U =g genau dann wenn es
r,y,y, 2 € (VUX)"  gibt, so dass
y—y u=xyz v=xy'z.

Des weiteren schreiben wir

U=av genau dann wenn u = v oder wenn es
Ui, Yn € (VUX)  gibt, so dass

U =g Y1, Y1 =6 Y2, - Yn-1 =G Yn, Yn =G V.
(= ist die reflexive transitive Hiille von =¢.)

Die Sprache L(G) zur Grammatik G = (V, X, P,S) ist
L(G)={we X" | S=¢ w}.

Oft schreibt man kurz: u =¢ v anstatt u = v.

Beispiel 62. G = ({E}, {+,*,(,),a}, P, E) wobei

P ={ E—-E+E,
E— ExFE,
E— (B),
E—a }.
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L(G) besteht aus allen Ausdriicken der Form a+a, axa+a, a, .... Zum Beispiel
18t
E =¢ ExE=¢Ex(E+FE)=¢a*x(E+FE)=¢cax(a+FE)
=g ax(a+a).

Beispiel 63. G = ({S, A}, {0,1}, P, S), wobei

P ={ S—1A4,
S — 085,
A— 08,
A— 1A,
A—1,
S—1 }.

Dann st
L(G) = {wyws...w, € {0,1}" | w, =1An>1}.

Zum Beispiel ist
S =q¢ 1A=¢11A=;110S = 1101.

Beispiel 64.

G = (V,3,P8)
vV = {S B}
Y = {a,b}
P ={ S—aSb,
S — ab, }.

Dann ist
L(G) ={a™" | n > 1}.

Zum Beispiel ist

S =¢ aSb=¢ aaSbdb
=a aaabbb.

Analog zeigt man a"b" € L(G) fiir beliebiges n € N.
Nach der Anwendung jeder Regel erhdlt die gleiche Anzahl von a wie b.
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Beispiel 65.

= (V,X,P0S)

= {5, B}

= {a,b,c}

={ S —aSBC,S — aBC,
CB — BC,aB — ab
bB — bb,bC' — be,

cC — cc 1.

UM< @
|

Dann ist
L(G) ={a"b"c" | n > 1}.

Zum Beispiel ist

(a’s einbauen:) S =¢ aSBC =g aaSBCBC
=a aaaBCBCBC
(BC’s vertauschen:)  =¢ aaaBBCCBC =g aaaBBCBCC
=ac aaaBBBCCC
(b’s einbauen:) =g aaabBBCCC =g aaabbBCCC
=q aaabbbCCC
(c’s einbauen:) =a aaabbbcCC =g aaabbbccC = aaabbbece.

Analog zeigt man a"b"c™ € L(G) fiir beliebiges n € N.

Nach der Anwendung jeder Regel erhdlt man die gleiche Anzahl von a
(oder A) wie b (oder B) und ¢ (oder C'). Durch die ersten beiden Regeln
bekommt man a" als Prdfiz. b’s kann man nur einfigen, wenn a™b™ mit
0 < m < n Prdfiz ist. Man erhdlt dann nach FEinfiigen eines b das Prdfix
a"b™ . Das gleiche gilt fiir das Einfiigen von ¢’s. Also haben alle Wérter in
L die Form a™b™c".

5.3 Chomsky-Hierarchie
Definition 56. Es sei G = (V, X, P, S) eine Grammatik.

o G heifst vom Typ 0.
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o G heifst vom Typ 1 oder kontextsensitiv, falls fiir jede Regel w; — wo
qgilt:
|wi| < [wal.

o G heifit vom Typ 2 oder kontextfrei, falls G vom Typ 1 und fiir jede
Regel wy — wsy gilt, dass wy eine einzelne Variable ist.

o G heifit vom Typ 3 oder requldr, falls G vom Typ 2 und fiir jede Regel
wy; — wy qilt, dass wy € XU XV .

Die Sprache L heifit vom Typ i, falls es eine Grammatik G vom Typ i gibt,
so dass L(G) = L.

Beispiel 66.

Die Grammatik in Beispiel 65 ist kontextsensitiv.
Die Grammatik in Beispiel 64 ist kontextfrei.
Die Grammatik in Beispiel 63 ist requldr.

Satz 28. Die Sprachen zu einer requliren Grammatik sind genau die re-
guldren Sprachen.

Beweis: “=" Es sei G = (V, X, P, S) eine reguldre Grammatik. Dann sei
M = (Z,%,6,5', F) folgender NEA:
Z = VU{X}, X&V
S = {S}

I {{S,X}, S—eecP
{X}, S—egP

B € §(A,a) falls A—aBe€P

X € 6(Aja) falls A—acP.

Man sieht nun:

ajay...a, € L(G)
|}

es gibt Variablen Ay, ..., A, mit:
S = CL1A1 = CllCLQAQ = ... = a1a2...an_1An_1 = a103...0y

)
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es gibt Zustinde Ay, ..., A, mit:
Al S 5(5, CL1>,A2 c (5(141,@2), .. XE€e 5(An_1,an)
T

aras...a, € L(M)

“<” Es sei M = (Z,%,6,S,F) ein DEA. Dann sei G = (V, X, P,5)
folgende regulare Grammatik:

V = Z

S = 2z

zo — € falls ee L(M)

21 — azy falls §(z1,a) = 29

z1 — a falls 60(z1,a) =22 ANz € E.

Man sieht nun:

a1as...ay S L(M)

0

es gibt Zustinde zq, ..., z, mit:
zn € E und i=1,..n: 6(z_1,a;) = z

0

es gibt Variablen 2z, ..., z, mit:
20 = Q121 = Q10929 = = A109...0p_12p—1 = A102...0y
a1as...ay, € L(G)

O
Siehe Beispiel 63.

5.4 Andere Beschreibungen von Grammatiken

Die Beschreibung von Grammatiken wie in Abschnitt 5.2 ist manchmal et-
was uniibersichtlich. Eine Verbesserung kann durch die Backus-Naur-Form
erreicht werden, mit der ALGOL 60 beschrieben wurde.
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Anstelle von schreibt man

A — [, A — [ A = Bi|Bo]...|Bn

A — b

In der erweiterten gerne
Backus-Naur-Form schreibt
man anstatt A— 04[5]7

A — ay
A — afy

Zur Beschreibung von C verwendet man folgende Notation:

Anstelle von schreibt man
A — By, A — [y A
: /61
A — B,
| 8.
und anstatt schreibt man
A — ay A
A - aﬁ7 o /Bopt 7

Beispiel 67 (C-Grammatik).
(Siehe Kernighan/Ritchie, Programmieren in C)

iteration-statement:

while (expression) statement
do statement while (expression)
for (expression ypi; €LPresSion qpr; €LPression uy,) statement

eTpression.:

assignment-erpression
eTpression, assignment-erpression

assignment-erpression:
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conditional-expression
unary-expression assignment-operator assignment-erpression

AND-expression
equality-expression
AND-expression € equality-expression
equality-expression:
relational-expression
equality-expression == relational-expression
equality-expression '= relational-expression

6 Kellerautomat und Turing-Maschine

e Die reguldren Grammatiken beschreiben die Sprachen, die die endlichen
(deterministischen) Automaten akzeptieren.

Beispiel: {a™ | n € N}.

e Die kontext-freien Grammatiken beschreiben die Sprachen, die die nicht
deterministischen Kellerautomaten akzeptieren.

Beispiel: {a"b™ | n € N}.

e Die kontext-sensitiven Grammatiken beschreiben die Sprachen, die die
linear beschrénkten nicht deterministischen Turing-Maschinen akzep-
tieren.

Beispiel: {a"b"c" | n € N}.
e Die Typ 0-Grammatiken beschreiben die Sprachen, die die allgemeinen

Turing-Maschinen akzeptieren.

6.1 Kellerautomat

Definition 57. Ein deterministischer Kellerautomat ist ein Sechstupel KA =
(Z,%,1,6, z0, #), wobei

e 7 cine endliche Menge von Zustinden,

e X cine endliche Fingabemenge,
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gelesener Teil  ungelesener Teil

d| b| b| al al b| al] ¢| b
Leseband L

esekopf

%

Kellerautomat Keller

3 Q = T =

Abbildung 30: Kellerautomat

e [' eine endliche Menge von “Kellerbuchstaben”,

e 0:ZxXxT' — ZxTI* eine Uberfilhrungsfunktion,
e zy € X der Startzustand und

o # c I das unterste Kellerzeichen.

— wichtiger ist der nicht deterministische Kellerautomat!
— Fin deterministischer Kellerautomat wird teilweise anders definiert!

Definition 58. k = (z,w, W) € Z x X* x I'* heifit Konfiguration des Kel-
lerautomaten. Dies bedeutet:

o KA ist im Zustand z.

o KA muss noch das Wort w = ay...a,, lesen.

e Im Keller des KA ist das Wort W = A;...A,,.

Ein deterministischer Kellerautomat verdndert seine Konfiguration wie

folgt. KA habe die Konfiguration (z,w, W) = (z,a;...a,, A1...Ap).
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Dann geht KA in die Konfiguration
(Z/, ag...anp, blbsAgAm)

iiber, wobei §(z, a1, A1) = (2/,b1...bs) € Z x T*.
Ein Wort w wird akzeptiert, wenn KA von der Konfiguration (w,#) in
ein oder mehreren Schritten in die Konfiguration (e, #) iibergeht.

Beispiel 68 (Deterministischer Kellerautomat).
FEs sei KA = ({z0, 21, 22}, {a, b}, {A, B, #},0, 20, #).

Hierbei set

0(20, a, #) (20, AF#)
d(z0,a,A) = (z9,AA)
0(20,0,A) = (z1,¢€)
0(z1,0,A) = (z1,¢)
sonst = (29, B).

KA akzeptiert die Sprache {a"b" | n € N}.

Es gibt keinen deterministischen Kellerautomaten der die Sprache
{ww | w e (0[1)7}

akzeptiert. Hierbei ist

fir w = (wy..wy,).

Definition 59. Ein nicht deterministischer Kellerautomat ist ein Sechstupel
KA=(Z,%T,6,z,#), wobei

e 7 eine endliche Menge von Zustinden,

Y eine endliche Eingabemenge,

I' eine endliche Menge von “Kellerbuchstaben”,

§:Zx (BU{e}) xT = P(Z x T*) eine Uberfihrungsfunktion,

zo € X der Startzustand und

# €I das unterste Kellerzeichen.
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— P.(M) bedeutet hierbei die Menge der endlichen Teilmengen von M.

Beispiel 69 (Nicht deterministischer Kellerautomat).
Es sei KA = ({Zo, 21, 22}, {a, b}, {A, B, #}, (5, 20, #)

Hierbei set

6(20,a, #) {(20, A#)}
0(z0,a,A) = {(20,AA)}
0(z0,0,A) = {(21,€¢)}
0(z1,0,A) = {(z1,€)}
d(z1,6,#) = (z1,¢)

sonst = {(z9,B)}.

KA akzeptiert die Sprache {a™b™ | n € N}.

Definition 60. k = (z,w, W) € Z x ¥* x I'* heifit Konfiguration des Kel-
lerautomaten.
Auf der Menge der Konfigurationen definieren wir die Relation

falls (2/, By...By) € 6(z,a1, Ay):
(z,al...an,Al...Am) F (Z/,ag...an,Bl...BkAg...Am)

falls (2, By...By) € §(2,€, Ay):
(z,a1...an, A1... Ap) B (2 a1...a,, By...BLAy. Ay,

Es sei = die reflexive und transitive Hiille von .
Ein Kellerautomat akzeptiert die Sprache

{re¥ |3ze€Z: (20,2, #)F (2,€,€)}.

Definition 61. Ein nicht deterministischer Kellerautomat mit Endzustinden
ist ein Siebentupel KA = (Z,5,1,0, zo, #, E), wobei

e 7 cine endliche Menge von Zustinden,

Y eine endliche Eingabemenge,

I' eine endliche Menge von “Kellerbuchstaben”,

§:7Z x (BU{e}) x T — P(Z x T*) eine Uberfihrungsfunktion,

2o € X der Startzustand,

97



o # c I das unterste Kellerzeichen und
o [/ C Z eine Menge von Endzustinden.

Dieser Kellerautomat akzeptiert die Sprache

{reX |3yel™, z€E): (20,2,#) " (2,67)}
6.2 Turing-Maschine

linker Teil rechter Teil

eec | d| bl b| al a| b] a] ¢| bl 5 L eee

liches L
unendliches eseba’ﬂd_\]/Lese—Schreib—Kopf

Turing-Maschine

Abbildung 31: Turing-Maschine
Definition 62. Eine Turing-Maschine ist ein Siebentupel T = (Z, %, 1,0, 29,0, F),
wobei
e 7 eine endliche Menge von Zustinden,
e X cine endliche Eingabemenge,
e [' O X eine endliche Menge (Arbeitsalphabet),

¢ :ZxT — ZxTI x{L,R,N} eine Uberfihrungsfunktion,
falls T' deterministisch,

¢ §:ZxT —P(ZxT x{L,R,N}) eine Uberfihrungsfunktion,
falls T' nicht deterministisch,
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e 2y € Z der Startzustand und
e O e I'\Y das Blank,
e [/ C Z eine Menge von Endzustinden.

Definition 63. k = (w;, z, w,) € I'* X Z xI'* heifit Konfiguration der Turing-
Maschine T'. Dies bedeutet:

o T st im Zustand z.
e Das Wort links vom Schreibkopf ist w;.
e Das Wort rechts vom Schreibkopf ist as...as, wobei w, = ajas...a;.
Definition 64. Wir definieren die Relation (Funktion) -
falls 6(z,b1) = (2/,¢,N), m >0, n>1:
(ay...Qp, 2,b1...0,) F (ay...apm, 2, cby...by)
falls 6(z,b1) = (¢/,¢,R), m >0, n > 2:
(@1...Qm, 2,01...0,) = (ay...ame, 2’ by...by)
falls 6(z,b1) = (Z/,¢,R), m>0,n=1:
(ay...am,2,01) F (aj...apme, 2',0)
falls §(z,b01) = (#/,¢, L), m>1, n > 1:
(ay...Qp, 2,01..0,) F (ay...Qp_1, 2, AyChy...by)
falls §(z,b01) = (2/,¢, L), m =0, n>1:
(,2,b1...0,) F (,2/,0cby...by,).

Definition 65. Es sei F* die reflexive und transitive Hiille von .
Ein Turing-Maschine akzeptiert die Sprache

{reX |dzeEa,fel™): (z20,2)F (a,2,0)}.
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