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-

Aussagen sind Satze, die entweder wahr oder falsch sind.

Aussagen

-

Beispiele:

9

9
9
K

7 1st eine Primzahl. (wahre Aussage)
Herr Pflaum besitzt ein rotes Auto. (wahre Aussage)
Alle Autos sind rot. (falsche Aussage)

Es gibt unendlich viele “Primzahlzwillinge”, d.h. Paare
p1, p2 von Primzahlen, fur die po — p; = 2 Ist. (unbekannt
ob wahr oder falsch).
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Bezeichnungen

-

fEiner Aussage kann man einen Bezeichnungen geben.
Zum Beispiel kann man der Aussage
7 1st eine Primzahl.
den Bezeichnungen x geben und der Aussage
Herr Pflaum hat ein rotes Auto.
den Bezeichnungen y. Aussagen lassen sich durch
Konnektoren verkntpfen.

® [ NG steht fur “F und G”.
® [V G stenht fur “F oder G”.
® —F steht fur “nicht F”.
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Beispiel
.

fBeispiel 1. Seien x und y die Bezeichnungen der obigen Aussagen un

z der Bezeichnung von
Alle Autos sind rot.

Dann ist

T NA\Y
wahr. Aber

TN\ z
falsch. Jedoch ist

rxV z

wieder richtig.
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Beispiel

fBeispiel 2. Es sel A irgendeine Aussage.
Dann ist die Aussage

AV -A

Immer wabhr.
Die Aussage ist

AN-A

Immer falsch.
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Folgerungspfelile

-

Gerne werden folgende Folgerungspfeile verwendet:

-

® [ = (G steht fur “aus F folgt G”.
® [' < G steht fur “aus G folgt F”.

® ['< G steht fur “F ist richtig genau dann wenn G richtig

IST".
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Beispiel

-

Beispiel 3. Es sei A die Aussage
33584320 ist durch 105280 teilbar,
B die Aussage
105280 ist durch 235 teilbar,
und C die Aussage
33584320 ist durch 235 teilbar.
Auf Grund der Teilbarkeitsregel in der Mathematik gilt dann:

ANB = C.
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Mengen

fDie Zeichen —, v, A, = sind Zeichen, die in der
Aussagenlogik verwendet werden.
Bisher haben wir nur Aussagen uber einzelne Objekte
gemacht. Wichtig ist es, Aussagen Uber Mengen von
Objekten zu machen.

Beispiel 4. ® Die Menge N der natirlichen Zahlen.
® Die Menge R der reellen Zahlen.
® Die Menge {a,b,c, ..., z} der Buchstaben das Alphabets.
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Pradikate
- -

le Aussage
8 Ist eine gerade Zahl.
Ist wahr. Ob jedoch
n ISt eine gerade Zahl.
wahr ist, hangt von »n ab. Damit ist
n ISt eine gerade Zahl.
keine Aussage im obigem Sinne, sondern eine Eigenschatft
von n, die abhangig von n wahr oder falsch sein kann.
Daher nennen wir
n ISt eine gerade Zahl.

eln Pradikat .
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Pradikate

Definition 1. Ein Pradikat P(-) ist eine Eigenschaft von Elementen n
aus einer Menge. Fur jedes n ist P(n) eine Aussage.
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Quantoren

fEs sel T
P(n)

ein Pradikat. (Also z.B. n ist eine gerade Zahl.)
Dann steht

® VYVx P(x)fur“ Far alle x gilt P(x).”.

® dx P(x) fur “ Es gibt mindestens ein x, so dass P(x)
gilt.” .

o dlz P(x) fur “ Es existiert genau ein z, so dass P(x) gilt.”

o |
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Quantoren bezuglich einer Menge

-

Man schreibt
® Vo (re A= P(x))fur“Furalle z € Agilt P(x).”.

® dx (x e AN P(x) fur
* Es gibt mindestens ein x € A, so dass P(x) gilt.” .

-

Des welteren schreibt man oft
® VreA Plx): Ve (re A= P(x)) und
® dJxrc A P(x):&3dx (x € AN P(x)).



Beispiel

. N

eispiel 5. Definition der Stetigkeit einer Funktion an einem Punkt x:

Ve>0 30 >0 Ve (|x —x0] <= |f(x) — flxg)| <e€)
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Formel des Bewelises durch Induktion

Beispiel 6 (Formel des Beweises durch Induktion). Es sei P(n) ein
Pradikat. Dann gilt

PO)OA(NVMneN (P(n)=Pn+1))) = VYneN P(n)



Mengen
s

eispiel:

® N=1{1,2,...}

o Ny=10,1,2,...}

o 7={.,-2,-101,2..}

#® (Q Menge der Brlche (rationale Zahlen).

#® R Menge der reellen Zahlen.

# Die Menge {a,b,c, ..., 2z} der Buchstaben das Alphabets.
® () leere Menge.
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a,b
Ja,b

© o o o

Mengen

= {r € Rla < x < b}
={z € Rla < z < b}

Ja,bl={zr € Rla < x < b}
(a,b) = {x € Rla < x < b}

(andere Schreibweise von a, b]).

Hierbel

bedeutet der Strich

“mit der Eigenschaft”.

Also bedeutet {z € R|a < = < b} die Menge aller x, die In R

enthalten sind und die Eigenschaft a < x < b besitzen. Eine

Eigenschaft kann also durch eine ganze Formel konstruiert

werden.

o
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Notationen und Operationen fur Mengen

. N

Definition 2. Es seien M und /N Mengen. Dann sei:

® MUN :={z|x € MV x e N} die Vereinigung,

® MNN:={z|lxr € M \Nx € N} der Durchschnitt,

® M\ N:={x e M|z & N}, die Menge M ohne N und
® M CN Ve M x e N die Teilmengen-Eigenschaft.
® M und N heiRen disjunkt, falls M NN = (0.

Des weiteren schreiben wir

8 MUN=AMUN=AANMNON =

{M, N} ist eine Partition von A, falls M # () und N # .

o |
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Morgansche Komplementenregel

-

Es sei A eine Grundmenge und M, N C A Teilmengen von
A.

Definition 3. Das Komplement relativ zu A ist definiert durch:
o MY := A\ M.

-

Formel 1 (Komplementenregel von de Morgan). Es qilt:
® (MUN)® =M%NNC.
® (MNN)®=MCYUNY.

o |
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Notationen und Operationen fur Mengen

. N

Definition 4. Es sei A eine Menge und es sei M/, eine Menge fir jedes
a € A. Dann sei:

» UCLEA Ma = {ZCECL cAuwxe Ma}’
® (NyeaMy ={zx|Vac A x e M,}.



Kreuzprodukt von Mengen

-

Definition 5. Fir Mengen M7y, ..., M,, ist das Kreuzprodukt definiert
durch

-

My x ... x M, = {(al, ...,an)]al c My, ...,ay € Mn}

Die Elemente des Kreuzprodukts (a1, ..., a,) sind endliche
Folgen.

o |
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Was ist eine Menge?

-

fProblem: Es seil U/ die Menge aller Mengen. Dann sel M die
Menge aller Mengen, die sich selbst nicht als Element
enthalt. Es sei also:

M={AclUlA¢g A}, Mecl.

Ist nun M € M wahr oder falsch?

o |
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Grundmenge und Element-Zeichen

fAus letztem Problem sieht man, dass die Konstruktion einerT

Menge aller Mengen und einer wie oben konstruierten
Menge zu Widersprichen fuhrt.

Wir gehen daher immer wie folgt vor:

# Wir beginnen mit einer der uns bekannten Mengen
N =1{1,2,...} oder {a,b,c, ..., z} oder ... .

# Mit Hilfe des Element-Zeichens €, des Strichs | und des

Kreuzprodukts zwischen Mengen konstruieren wir aus
dieser Grundmenge weitere Mengen.

Geht man bei der Konstruktion von Menge wie beschrieben
vor, dann konnen keine Widerspriche entstehen. Insbeson-

Ldere Ist a € M wahr oder falsch aber nicht beides. J
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Beispiele

. N

eispiel 7. a) Die Menge der geraden Zahlen ist
{2n|n € N}.
b) Es sei M eine beliebige Menge. Dann ist die Potenzmenge von M
P(M) := {N|N c M}.
c) Fur Mengen My, ..., M, ist das Kreuzprodukt

My x ...x M, = {((11, ...,an)\al c Mq,...,a, € Mn}

o |
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Anwendung: Negation von Quantoren

o N

Formel 2. Es qilt

-~(Vx € A P(x)) & dxe A —-P(zx) und
—~(dr € A P(z)) & Vexe A -P(x).



Funktionen
-

Definition 6. Es seien A, B Mengen. T
Eine Funktion (oder Abbildung) f : A — B ist
eine Teilmenge f C A x B, fur die gilt:

® YVaec AVb,by€eB ((a,bl) e fA ((IL,bz) cf=0= bg)
d.h. zu jedem Wert aus A gibt es hochstens einen Funktionswert
aus B.

® Yace A dbe B (a,b) € f

d.h. jedem Wert aus A muR3 ein Funktionswert aus B zugeordnet
werden.

Schreibweise: f(a) =b:<ac€ ANbe BA(a,b) € f.

Oft schreibtman f: A — B
a — T(a),

Lwobei T ein Term ist (sein kann). Beispiel: T(a) = a x a + 2 * a. J
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bijektiv, injektiv, surjektiv
|7Definition 7. Die Funktion f : A — B heiRt
® injektiv, falls f(z) = f(y) =z =y.
® surjektiv, fallsVy € B dx € A f(z) = v.
® bijektiv, falls f injektiv und surjektiv.



Komposition von Funktionen

-

Definition 8. Esseien f : A — Bund g : B — (' Funktionen.
Dann ist

-

gof:A — (C
gof:z = g(f(2))

die Komposition von f und g.
Lemma 1.

® g, f injektiv = g o f injektiv.
® ¢, f surjektiv = g o f surjektiv.

o |
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Komposition von Funktionen

-

Lemma 2. Essei f : A — B eine bijektive Funktion.
Dann gibt es eine Funktion

-

1. B> A,
so dass
Vee A flof(z) =2

und

VeeB fof l(z)=uz



Machtigkeit einer endlichen Menge

-

Definition 9. Es sei M eine Menge.

-

® M heidt endlich, falls es ein n € N gibt, so dass M bijektiv zu
M, -=41,2,3,...,n}.

| M| := n ist dann die Anzahl der Elemente von M.

® Falls M nicht endlich ist, dann setzen wir | M| = oo.

o |
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Machtigkeit allgemeiner Mengen

-

Definition 10. Es seien M, N Mengen. T

® M hei3t mindestens genauso machtig wie [V, falls es eine
surjektive Abbildung f : M — N. Wir schreiben dann

M > N.
® ) heilRt machtiger als NV, falls
N<M und —=(M < N).
® M. N heiRen gleichmachtig, falls es eine bijektive Abbildung
f:M— N

gibt.

o |
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Schubfachprinzip

s N

atz 1. Man ordne n Objekte in m Schubfacher. Das bedeutet es sei
f:N—-M

eine Abbildung mit | V| = n und |M| = m. Falls m < n, dann gibt es
mindestens zwei unterschiedliche Objekte im selben Schubfach. Das
heillt es gibt zwei unterschiedliche Objekte a,b € N mit f(a) = f(b).

o |
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Beispiele
I

eispiel 8. ® Unter 15 Kindern gibt es mindestens zwel, die im T
selben Monat Geburtstag haben.

® Unter sechs Personen gibt es mindestens drei die sich paarweise
kennen oder paarweise nicht kennen. Hierbei wird angenommen,
dass “ sich kennen” eine symmetrische Eigenschatft ist.

o |
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Abzahlbare Mengen
|7Definition 11. T

® Eine Menge M heilRt abzahlbar, wenn N mindestens so méachtig ist

wie M .
Das heif3t M ist die leere Menge oder es gibt eine surjektive

Abbildung f : N — M.

® Eine nicht abzahlbare Menge heil3t Gberabzahlbar.

o |
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Beispiel: N x N
-

Beispiel 9. N X N ist abzahlbar.

Bewels:
Die Abbildung
f:N — NxN
fin — (ab)
f(n) = (a,b) falls n =2%x3°
] (1,1) sonst

Ist wohl definiert, da 2, 3 Primzahlen und die
Primfaktorzerlegung eindeutig ist.
f: N+~ N x N ist surjektiv. O

o |
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3eispiel: Menge der Worter einer Sprach

-

Beispiel 10. Essei X = {a,b, ..., p} eine endliche Menge.
Dann ist

n
Nt o= U X ¥
neN 1=1

abzahlbar.



3eispiel: Menge der Funktioneny : N — I

. N

Beispiel 11. Die Menge M der Funktionen ¢ : N — N ist
Uberabzahlbar.



Monoid

-

Definition 12. Es sei M eine Menge und

-

o:MXxXM—M

eine Verknupfung (Funktion).
® Die Verkniipfung o hei3t assoziativ, falls (aob)oc=ao (boc),
® und kommutativ, falls aob=0>boa.

® 0y7 € M hei’t Nullelement, falls
Vae M Opyoa=ao0y = 0.

°

1as € M hei’t Einselement, falls Va € M 1jp;0a =aoly = a.

°

(M, o) heilt Halbgruppe, falls o assoziativ ist.

°

Die Halbgruppe (M, o) hei3t Monoid, falls es in M ein Einselement

L 13/ gibt. J
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Definition 13. Es sei (M, o) ein Monoid.

9

Gruppe
-

a; € M hei3t inverses Element von a € M, falls
aoa; =a; oa = 1.
Man schreibt dann a ! fiir dieses Inverse a;.

Das Monoid (M, o) heil3t Gruppe, falls es zu jedem Element
a € M ein inverses Element gibt.

Die Gruppe (M, o) heil3t kommutative Gruppe, falls o kommutativ.

|
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-Igenschaft einer Halbgruppe und Grupp
fSatz 2. T

b) Eine Gruppe besitzt fir jedes Element genau ein inverses Element.

a) Ein Monoid besitzt genau ein Einselement.



Menge der Worter einer Sprache

-

Es seil X eine endliche Menge ( Alphabet) .
Dann sel

-

2+;:U >n<§:.

neN =1

Die Elemente von X7 sind n-Tupel (a1, as, ..., a,) mit
ai,as,...,ay € 2.

# Statt dieser n-Tupel schreiben wir kurz
a1a9...an

® w = ajas...a, heildt ein Wort Gber 3.
® |w| =n istdie Lange des Wortes.

o |
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Konkatenation von Wortern

-

Definition 14. Es sei 2. eine endliche Menge.
Dann wird auf

-

Y1t ={aias...an | a1, a9, ...,a, € X,n € N}
die folgende Verknupfung, genannt Konkatenation, von Wortern definiert

0o: YT x X" — ¥T
(alag...an,blbg...bm) —> alag...anblbg...bm

Wir schreiben kurz:

al

't = q"oa.

a

Lemma 3. (Z+, o) ist eine Halbgruppe und heif3t die von der Menge -

Lfrei erzeugte Halbgruppe. J

.- p.41/175



Das leere Wort

|7Definition 15. @ Mit e bezeichnen wir das leere Wort.
® || =0.
Y=Yt U{e}.
0.__

9
® Wir schreiben: a €.
9

Die Konkatenation von Wortern erweitern wir wie folgt

oY x Y — X
(a1az...ayn,b1ba...by,) +— aias...apbiba...by,
(€,b1b2...b;) +— biba...by,
(a1a3...an,€) +— ajas...ap

o |
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Eigenschaften des leeren Wortes

-

Lemma 4. (3*, o) ist ein Monoid mit Einselement €.
(33*, o) heiRt das von der Menge Y frei erzeugte Monoid.



Beispiel

Beispiel 12. Y = {a}. Dann ist

* —_—
¥ = {e, a,aa,aaa,aaaaq, ...}

= {a"|n e Ny}
Die Abbildung

v :Ng — X*

n — a”"
Ist eine Bijektion und hat die Eigenschaft
p(n+m) = ¢@(n)op(m).
— (X*, o) hat die selbe Struktur wie (N, +)!

o |
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Prafix, Infix, Suffix

-

fDefinition 16. @ w heil3t Prafix eines Wortes w genau dann wenn
dre X ur =w.

® v heildt Infix eines Wortes w genau dann wenn
dr,s € X*rus =w.

® 1 heil3t Suffix eines Wortes w genau dann wenn
dreXru=w.

o |
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Homomorphismus und Isomorphismus

B

Definition 17. Es seien (G, ®) und (H, o) Monoide und es sei
0:G — H
r = ()

eine Abbildung mir der Eigenschaft

Vr,y € G o(z ®@y) = o(x) o p(y).

Dann heil3t ¢
® Homomorphismus,
® [somorphismus, falls ¢ bijektiv und

® Epimorphismus, falls ¢ surjektiv.

o |

. — p.46/175



Eigenschaft einer Gruppe

fBeispiel 13. ® Die Abbildung T

p:Nog — {a}”

n

ISt ein Isomorphismus.

® Die Abbildung

N() X N() — {a, b}*

(n,m) +— a"ob™

ist kein Homomorphismus, da a und b nicht vertauschen.

o |
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Eigenschaft einer Gruppe

-

Satz 3. Essei v : G — H ein Homomorphismus zwischen zwei
Gruppen (G, ®) und (H, o). Dann gilt

a) ¢(la) =1g.
b) Va € G p(a™t) = ¢(a)™t.

-



Eigenschaft der freien Halbgruppe
=

Satz 4. Es sei (H, ) ein Monoid und £ = {hq, ..., hy,} C H ein
Erzeugendensystem. Dies bedeutet,

Vh e H 3h;, hiy,....;h; €F (h = hi, - hj, - ... hzm)
Dannist fur > = {hq, ..., hy }
o " H
he .

—
hil OhiQO...Oh@'m — i1 h; hz

12 m

ein Epimorphismus.

o |
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Sprache
-

Definition 18. @ Eine Sprache L ist eine Menge von Wortern Uber
einem Alphabet >.. Das bedeutet L C >*.

-

o |
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Operationen auf Sprachen

-

Definition 19. ® Die Konkatenation zweier Sprachen tber . ist T
L10 Ly := {uv ‘ ue Li,v e LQ}.

Wir schreiben kurz L1 Lo := L1 o Lo.

® Die Iteration einer Sprache ist wie folgt rekursiv definiert
LY :={e, L't .=LL"

® Der Kleene-*-Abschluf einer Sprache L ist L* := | J;~, L".

® Der Kleene-+-Abschlu einer Sprache List LT := | )., L.

o |
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Relationen

. N

Definition 20. Eine n-stellige Relation Gber den Mengen My, - - -, M,
n

ist eine Menge R ¢ X 1 M;.
Beispiel 14. Mitarbeiter einer Firma, deren Ausbildungsgrad und
Geschlecht.

My = {Muller, Heinz, Kraft, Ruben, Huber},
Ms = {lIng.,Dr., Meister, Geselle },
M3z = {weiblich, mannlich}.
R = {(Heinz, Dr.,weiblich),  (Kraft, Meister, mannlich),
(Muller, Ing., mannlich),  (Heinz, Ing., weiblich),

\_ (Ruben, Geselle, weiblich), (Huber, Geselle, mannlich) }. J
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Relationen
fSchreibweise: T

Sel R C M x M eine binare Relation.
Dann schreibt man oft a Rb anstelle von (a, b) € R.

Beispiel 15. Mathematische Beispiele sind

® Gleichheits-Zeichen fir die Elemente einer Menge A:

A = {(a,a) e AxA|lac A}
a=0b & (a,b) €A

® GrolRer-Zeichen fur die Elemente einer bezliglich > geordneten
Menge A:

>:= {(a,b) € A x A|aistgroRerals B.}.

o |
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Relationen
N o

Definition 21. Eine n-stellige Relation Gber den Mengen My, ---, M,
n

ist eine Menge R ¢ X 1 M;.
Beispiel 16. Ein weiteres mathematische Beispiel ist

® die Konkruenz modulo k. Es sei £ € N eine natirliche Zahl. Wir
sagen a, b € Z sind kongruent modulo &, falls a, b beim Teilen
durch k£ den gleichen Rest ergeben.

K = {(a,b)eZxZ|(a—10b)/k e Z},
a =bmodulo k & (a,b) € K.

o |
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-

9

© o o o o o o @

Definition 22. Eine zweistellige Relation 7 C A X A heil3t

Eigenschaften von Relationen

-

reflexiv falls Va € A ata.

irreflexiv falls Va € A —(ata).

symmetrisch falls Va,b € A (athb = bra).

antisymmetrisch falls Va,b € A (ath A bra = a =b).
asymmetrisch falls Va,b € A (athb = —(bra)).

transitiv falls Va, b, c € A (atb N\ brc = arc).
Aquivalenzrelation falls sie reflexiv, symmetrisch und transitiv ist.
Ordnungsrelation, falls sie reflexiv, antisymmetrisch und transitiv ist.

strikte Ordnungsrelation, falls sie irreflexiv und transitiv ist
( = asymmetrisch).

|
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Eigenschaften von Modulok

- N

# Modulo Aquivalenzrelation.

K = {(a,b)€eZxZ|(a—0b)/peZ},
a=bmodulo k & (a,b) € K.

Weitere Eigenschaften der Relation modulo &

® a = b modulo % ist eine Aquivalenzrelation.
® Zu jeder Zahl a € Z gibt es genau eine Zahl ¢(a) aus

Zr = {0,1,2,... .k — 1},

S0 dass a = ¢(a) modulo .
#® Rechnen auf Zy: a+ b= ¢(a+ b) modulo k.

o |
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Eigenschaften von Relationen

Definition 23. Es seiT™ C A X A eine Aquivalenzrelation. Dann hei3en

die Mengen
lalr ={b€ A|arb}

fur a € A Aquivalenzklassen. Die Menge aller Aquivalenzklassen heif3t
Partitionierung von A und wird mit A /7 bezeichnet:

Afr = {la], | a € AY.

Jedes b € |a|, heiRt Reprasentant von [a].

o |
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Eigenschaften von Restklassen

- N

Die Menge der Restklassen modulo £ (Z/ = modulo k)
bildet mit folgender Verkntpfung

2] modulo % @ )= modulo % = 1@+ = modulo &

eine Gruppe. Man mulf3 zeigen, dass diese Verknupfung &
wohldefiniert ist.
Wir schreiben kurz

a®b=c
far 0 < a,bbc < k — 1 und ¢ Reprasentant von

@+ b_ modulo k-

o |
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Aquivalenz zur Drehgruppe

-

®y: Drehung um 0°

Isomorphismus:

Q Z/ = modulo4 — D= {(I)(), D1, Do, (1)3}
L 9_ modulo4 — ®a a=0,1,2,3.



Graphen
-

Definition 24. Es sei V' eine Menge, die Menge der Knoten (vertices)
genannt wird und £ C V' X V eine Relation, die Kanten (edges)
genannt wird.

® Dann heilt G = (V, E') Graph.
® (G heit ungerichtet, falls Va,b € V ((a,b) € E = (b,a) € F) .
® Ein nicht ungerichteter Graph heil3t gerichteter Graph.

V3
e3 ® el
VZ‘/ \‘V4
o o\
2y
el ®\5

-

|
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Graphen
-

Definition 25. Es sei (V/, ') ein Graph.

o

Falls v, v’ € V, dann schreibt man dafiir v — v’. v heit Vater von
v" und v" Sohn von v.

Ein nicht-leeres Wort v1v2...v,, heildst Weg (der Lange n — 1) von vy
nach v, falls V1 <1 < nwv; — v;11.

v heilt Vorfahre von v’ falls es einen Weg von v nach v’ gibt. v/
heil3t dann Nachkomme von v.

v1 und v2 heilden Bruder falls es eine Knoten v gibt, der Vater von
v1 und v9 Ist.

Ein Weg v1v9...0,,v1 heildt Kreis.

|
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Baume

Definition 26. Ein Baum ist ein gerichteter Graph (V/, E') mit einem
ausgezeichneten Knoten vg € V', der Wurzel des Baumes genannt wird,
so dass folgende Eigenschaften gelten

® v ist Vorfahre allerv € V.
® Alle Knoten v = v haben genau einen Vater.

® 1o hat keinen Vater.

Satz 5.
Ein Baum enthalt keinen Kreils.

o |
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Definition 27. Essei B = (V, E, vgy) ein Baum.

9

e o 0

Ast, Blatt, ...
-

Ein innerer Knoten ist ein Knoten mit mindestens einem Sohn.
Ein Blatt ist ein Knoten ohne Sohne.
Ein Ast ist ein Weg von einem Knoten zu einem Blatt.

Die Tiefe von B ist die maximale Lange eines Weges von vy zu

einem Blatt.

Vo

Baum der Tiefe 3 mit

K
K

o

6 Blattern
5 iInneren Knoten

|
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Aussagenlogik

-

Definition 28. Es sei I/ AR eine nicht leere abzahlbare Menge. Diese
Menge nennen wir atomare Formeln oder Atome oder Variablen (z.B.
T, Y, 2y Tiy Yis Zhey ---)-

Eine Formel in der Aussagenlogik (Uber V A R) ist induktiv wie folgt
definiert:

-

® Jede atomare Formel aus VAR ist eine Formel.

® Falls F', G Formeln der Aussagenlogik, dann sind auch
-F, (FAG) und (FVG).

Formeln der Aussagenlogik.

°

F a1, sei die Menge der Formeln der Aussagenlogik (Uber V AR).

°

V AR(F') sei die Menge der atomaren Formeln die in der Formel F’

\— vorkommen. J
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© o o o

Benennungen in Aussagenlogik

-

—F" heil3t Negation.
F A G heil3t Konjunktion.
F Vv G hell3t Disjunktion.

Eine atomare Formel oder Negation einer atomaren
Formel heilt Literal.
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Semantik der Aussagenlogik

-

fEin Wabhrheitswert ist ein Element der Menge

{true,fal se}.
Eine Belegung ist eine Abbildung

A: VAR — {true,fal se}.
Wir erweitern A wie folgt:

A:Far, — {true,fal se}

A(-F)=true & A(F)=false
A(FANG)=true & A(F)=true und A(G)=true
A(FVG)=true & A(F)=true oder A(G)=true

o |
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Modell in der Aussagenlogik

-

Definition 29. @ Ein Modell fiir eine Formel £ ist eine Belegung A,
so dass diese Formel wahr ist:

-

A(F)=true.

® Eine Formel F' heil’t erfullbar, wenn sie mindestens ein Modell
besitzt.

® Wenn F' von jeder Belegung erfiillt wird, dann hei3t /' Tautologie.

Satz 6. Eine Formel F' ist eine Tautologie genau dann wenn —F' nicht
erfullbar.

o |
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-

Auswertung von Formeln

Syntaxbaum der Formel

(A= B)V (AAB):

A

(A= B)V(AAB) T
A= 1B AANDB
B A B

Tabelle die zu jedem Knoten eine Spalte enthalt:

A B A=B | ANB | (A= B)V(AAB)
true | true true true true
true | false || false | fal se fal se
false | true true | fal se true
fal se | fal se true | fal se true

|

.~ p.68/175



Entschelidbarkeit
-

fSatz 7. Es gibt einen Algorithmus, der entscheidet ob eine Formel
F' € F 41 eine Tautologie ist.
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Aquivalenz von Formeln

. N

Definition 30. Zwei Formeln F, G aus der Aussagenlogik heilRen
aquivalent, wenn fur alle Belegungen A gilt:

A(F)=true & A(G) =true

In Zeichen: F'=@.

Beispiel 17.
ldempotenzen: FANF = F
Kommutativitat: FANG = GAF
de Morgan: ~(FANG) = —-GV-F
-(FFVG) = -GAN-F

Distributivitat: ~ F'V (G A H) (FVG)N(FV H)

o |
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Allgemeine Formel von de Morgan
fSatz 8. T

—|(F1\/...\/Fn) -F1 N ...\ E,
—|(F1/\.../\Fn) = —-FV..V-E,.



KNF und DNF
o

efinition 31. ® Eine Formel ist in konjunktiver Normalform (KNF) T

genau dann wenn F ein Konjunktion von Disjunktionen von Literalen
ISt.

® Eine Formel ist in disjunktiver Normalform (DNF) genau dann wenn
F ein Disjunktion von Konjunktionen von Literalen ist.

Das hell3t:
» Eine Formel in KNF hat die Form A2, \/'_, Lj;

» Eine Formel in DNF hat die Form  \/!, A", L;;

hierbei sind L;; Literale.

o |
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Aquivalenz zu KNF und DNF
B -

Satz 9. Zu jeder Formel F'in der Aussagenlogik gibt es eine aquivalente
Formel in KNF und eine aquivalente in DNF.
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eispiele zur Motivation der Graphentheor

- N

#® Es sel eine Landkarte mit m Landern gegeben. Jedes
Land wird mit einer Farbe markiert, so dass zwel
benachbarte Lander unterschiedliche Farben haben.
Wie viele Farben bendtigt man hierzu?

#® Gegeben sel eine Landkarte mit m Orten. Diese Orte
seien durch Stral3en verbunden. Was ist der klrzeste
Weg von einem Ort A zu einem Ort B?

® Gegeben seien m Orte die durch Fllsse getrennt seien.
Die Flisse kann man mit Hilfe von bestimmten Bricken
Uberqueren. Ist es moglich von einem Ort zum anderen
zu gehen und dabel jede Bricke genau einmal zu
Uberqueren?

o |

.= p.74/175




Ein lineares Gleichungssystems

-

Problem 1. Es sei A eine invertierbare n X n Matrix und b € IR™ ein
n-Vektor. Gesucht ist ein Vektor z € R", so dass

-

Ax = 0.

Dieses Problem kann man durch Invertierung der Matrix A
l0sen:

r = A"1b

A~ ist jedoch oft schwer zu berechnen!

o |
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Reduktion eines Gleichungssystems
B -

AOO AOU
A habe folgende Blockstruktur A = ( ) ) :
O uu

Da A invertierbar, sind auch A,, und A4, invertierbar.
Wir schreiben nun 2 und b in der Form:

Das Gleichungssystem ( Ago j:: ) (:Z) = (Su)

kann man nun wie folgt l6sen:

r, = A 1b,
t, = A 1(by— Aouty).

00

o |
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Reduzierbare Matrizen

-

fEine Matrix kann durch eine andere Nummerierung der
Zeilen und Spalten in die Blockstruktur

A — AOO AOU
0 Auu
gebracht werden, falls A reduzierbar ist.
Definition 32. A = (a4;)1<i j<n heiBt reduzierbar, falls es eine Menge

Jé{1,2,...,n},J7§(Z)gibt,sodass

a;; = 0 furalles &€ J, 7 € J.

o |
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Graph einer Matrix

Definition 33. Es sei A = (a;;)1<i j<n €ine n X n Matrix. Der Graph
zu A besteht aus den Knoten V' = {1,2, ..., n}. Die Kantenmenge E
sei durch folgende Relation definiert:

i—>j:<:>az-,j7é0.

Der gerichtete Graph G = (V/, F)) ist der zu A gehdrige Graph.

Beispiel 18. Der Graph zu

o
(0104\ U1 V2
0 0 3 4 |
ISt:
1 01 0
2 0

) S
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Graph einer Matrix

-

|7Definition 34. Ein gerichteter Graph heil3t stark zusammenhangend,
falls flr jedes Paar unterschiedlicher Knoten v, w ein gerichteter Weg
existiert. Dies bedeutet, dass ein Weg vgv1...Up_10, Mit vg = v
undv, = w existiert.

Satz 10. Eine n X n Matrix A ist nicht reduzierbar, genau dann wenn ihr
gerichteter Graph (G stark zusammenhéangend ist.

o |
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Einfache Graphen
5

Ein einfacher Graph ist ein ungerichteter Graph G = (V, E/) ohne
Schlaufen. Das heil3t es gilt:

® (a,b) € E < (b,a) € E und es gilt
® (a,b)e E=a#b.

-

efinition 35.

Im folgenden betrachten wir bis auf weiteres nur einfache

Graphen.

o |
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Teilgraph eines Graphen

Definition 36. ® Ein Teilgraph eines Graphen G = (V, E) ist ein
Graph G' = (V/,E'YmitV' C Vund E' C E.

® (' heit (von E) induziert (oder aufgespannt), wenn gilt
(a,b) € E' furalle a,b € V' mit (a,b) € F.

|
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Grad eines Knoten
.

® Die Menge der Nachbarknoten eines Knoten v € V' ist die Menge

-

efinition 37.

N():={v' eV |(v,v) e E}.

® Der Grad dg(v) eines Knoten v ist die Anzahl der Kanten, die v
berthren. Im Falle eines einfachen Graphen ist dies

dg(v) = [N (v)].

o |
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Grad eines Graphen
5

® Der Minimalgrad von  ist definiert als

efinition 38.

0(G) = min{dg(v) |v e V}.
® Der Maximalgrad von  ist definiert als
A(G) := max{dg(v) |[v e V}.

® Der Durchschnittsgrad von (5 ist definiert als

1G) =Y dfv(?\j)‘

veV

o |
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Existenz von Wegen und Kreisen

-

Satz 11. Jeder einfache Graph GG enthalt einen Weg der Lange (G)
und einen Kreis der Lange mindestens §(G) + 1 (falls 6(G) > 2).

-

Zum Bewels: Langster Weg in G




Zusammenhang eines Graphen

-

|7Definition 39. Ein gerichteter Graph heil3t stark zusammenhangend,
falls flr jedes Paar unterschiedlicher Knoten v, w ein gerichteter Weg
existiert. Dies bedeutet, dass ein Weg vgv1...U,_10, Mit vg = v und
v, = W existiert.

Definition 40. Ein einfacher Graph heif3t zusammenhangend, falls fur
jedes Paar unterschiedlicher Knoten v, w ein Weg existiert. Dies
bedeutet, dass ein Weg v;,v;,...v;,._,v;,. mitv;,, =vundv; = w
existiert.

o |

.~ p.85/175



Topologie eines Netzwerkes

. N

Beispiel 19. Es sei VV eine Menge von Computern (Prozessoren). Zwei
Computer konnen Daten durch eine direkte Netzwerkverbindung
Ubertragen.

Eine direkte Netzwerkverbindung zwischen zwei Prozessoren p1 und po
werde durch eine Kante dargestellt.

Um parallele Rechnungen in einer solchen Topologie von Rechnern und
Netzwerkverbindungen durchfiihren zu konnen, missen Daten von
jedem Rechner zu jedem anderen Ubertragen werden konnen. Dies ist
nur moglich, falls der Graph G = (V, E/) zusammenhangend ist.

Ziel bei der Konstruktion von Netzwerken:

® Der Grad der Knoten soll moglichst klein sein.

® Die maximale Weglange [;ax (G) von einem Knoten zum anderen
soll moglichst klein sein.

o |
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Ebene Graphen
-

|7Definition 41. Ein ebener Graph bestenht aus einer endlichen Menge

von Knoten V' C R? (genannt Ecken) und aus einer Menge von Kanten
E mit den Eigenschaft

® Jede Kante ist ein Polygonzug deren Enden Ecken v, w € V sind.
® \erschiedene Kanten besitzen verschiedene Eckpunkte.

® Das Innere einer jeden Kante enthalt weder eine Ecke noch einen
Punkt einer anderen Kante.

Jeder ebene Graph beschreibt einen einfachen Graphen
G = (V, E), wobei

~

E ={(v,w) € VxV | Es gibt eine Kante e € F mit Enden v, w}.

o |
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Zusammenhangende Gebiete in der Ebe

B

Es sei Q c R?. Q heilt (topologisch) zusammenhangend,
falls je zwel Punkte z,y € €2 durch eine Kurve verbunden
werden konnen. Dies bedeutet, dass es eine stetige

Abbildung

@ :10,1] — Q
gibt, die die Eigenschaft
p(0) =z und (1) =y

hat.
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Flachen eines ebenen Graphen

-

Definition 42. Es sei G = (V, E) ein ebener Graph. Dann zerlegt
V U E die Ebene R? in (topologisch) zusammenhangende disjunkte
Teilgebiete F1, Io, ..., Fy:

f
R*\ (VUE)=|F.
1=1

Diese Teilgebiete werden Flachen des Graphen genannt.

o |
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Baume

-

|7Definition 43. Ein einfacher Baum ist ein zusammenhangender
einfacher Graph (V, E/) der keine Kreise enthélt.

Lemma 5. Der Graph eines Baumes besitzt genau eine Flache.

o |
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Eulerscher Polyeder Satz fur die Ebene

o N

Satz 12. (Eulersche Polyeder Satz) Es sei G ein zusammenhangender
ebener Graph mit e Ecken (Knoten), £ Kanten und f Flachen. Dann gilt:

e—k+ f=2.



Eulersche Polyeder Formel flr die Eben
B -

Satz 13. Es sei (G ein zusammenhangender ebener Graph mit e Ecken
(Knoten), k Kanten und f Flachen. Dann gilt:

e—k+ f=2.

Korollar 1. Es sei (G ein zusammenhéangender ebener Graph mite > 3
Ecken. Dann gilt:

1. (G hat hochstens 3e — 6 Kanten.

2. Falls die beschrankten Flachen von G nur aus Dreiecken bestehen
und GG k, Kanten am Rand des unbeschrankten Gebietes besitzt,
dann enthalt G genau 3e — k, — 3 Kanten.

o |
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Farben einer Landkarte

-

fEine Landkarte kann als ebener Graph G = (Vk, Ex)
betrachtet werden, dessen Flachen die Lander der Karte
darstellen. Die Kanten dieser Landkarte sind die Grenzen

der Lander.

Konstruktion eines Farbungsgraphen: Es seil VV die Menge
der Flachen von G . Zwischen den Knoten v, w € V sel
eine Kante (v, w) € E genau dann wenn v und w eine

gemeinsame Grenze haben.
Der Graph G = (V, F) ist der Farbungsgraph der Landkarte.

o |
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Farben der Knoten eines Graphen

-

Problem 2. Es sei G = (V, E) ein einfacher Graph und es sei
F, =1{1,2,...,n}. F, ist die Menge der Farben.
Gesucht ist eine Abbildung

f:V—=F,

so dass
f(v) # f(w) falls (v,w) € E.

Falls eine solche Abbildung existiert heil3t der Graph n-farbbar.

o |
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Farben eines ebenen Graphen

-

fSatz 14. Jeder ebene Graph ist 4-farbbar.
Satz 15. Jeder ebene Graph ist 5-farbbar.
Satz 16. Jeder ebene Graph ist 6-farbbar.

o |
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Bewels des 6-Farben-Satzes

s N

atz 17. Jeder ebene Graph ist 6-farbbar.

V2 v3

va
vl

V5

Abbildung 1: Bewels von Satz ?~.



Bewels des 5-Farben-Satzes

s N

atz 18. Jeder ebene Graph ist 5-farbbar.

V2 v3

va
vl

V5

Abbildung 2: Bewels von Satz ?2: einfacher Fall.
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o

Bewels des 5-Farben-Satzes

atz 19. Jeder ebene Graph ist 5-farbbar.

V2 v3

vl

V5 \/ v5

Farbwechsel

Abbildung 3: Beweis von Satz 2?: 1.Fall.

v4



s

o

Bewels des 5-Farben-Satzes

atz 20. Jeder ebene Graph ist 5-farbbar.

v3
V2 v3
v v
v4
V5 \/ v5
Farbwechsel

Abbildung 4: Beweis von Satz 2?2 2.Fall.

v4



Allgemeiner Farbungssatz

-

Satz 21. Jeder Graph ist A(G) + 1-farbbar.

-

Beweis: Greedy-Algorithmus:
Nummeriere alle Knoten v1, .., v,. Dann setze fir: = 1, ...n:

f(vi) = min ({1,2,3, ., AG) + 1\ f ({vj € N(vi) | j <i})).
Eine solche Definition von f(v;) iIst moglich, da

[f({u; € N(vi) | 7 <1})] <A(G) +1
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Multigraphen
-

Definition 44. Es seien V, E disjunkte Mengen. Die Menge der

2-elementigen Teilmengen von V' sei [V]Q. Des Weiteren sei eine
Abbildung

-

c: E—[V]?
gegeben. G = (V, E/, ¢) ist dann ein Multigraph ohne Schlingen.

Bemerkung:
G Ist ein einfacher Graph, falls ¢ eine injektive Abbildung ist.
Die Kantenrelation £’ ist dann definiert durch:

L E'={(v,w) eV xV]|Je€FE cle)={v,w}} J
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Bipartite Graphen

Definition 45. Ein Multigraph G' = (V, E/, ¢) heift bipartiter Graph, falls
es eine Partition

V=VuUV,

gibt, so dass es keine Kante e mit c(e) = {a, b} und a,b € V; oder
a,b € V, gibt.

Satz 22. Ein bipartiter Graph enthalt keinen Kreis ungerader Lange.

o |

.- p.102/175



Kantenfarbung eines Multigraphen

-

Problem 3. Essei G = (V, E, ¢) ein Multigraph und es sei
F, =1{1,2,...,n}. F, ist die Menge der Farben.
Gesucht ist eine Abbildung

f.E—F,

so dass
fle) # f(g) fallsc(e) Nelg) # 0.

Falls eine solche Abbildung existiert heil3en die Kanten des Graphen
n-farbbar.

o |
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Satz zur Kantenfarbung

-

Satz 23. Fur jeden bipartiten Multigraphen (G sind die Kanten
A(G)-farbbar.

-

c2

Farbwechsel

...........



Endliche Automaten

...........



EinfGhrung: Der Kaugummi-Automat

.

® Nach Eingabe von gentigend vielen 10 Cent und 20 Cent Stucken
gibt der Automat einen Kaugummi heraus.

-

Ein Automat verkaufe fir 30 Cent einen Kaugummi.

® Beifalscher Eingabe gibt es eine Rickgabe des Geldes.

Beschreibe den Kaugummi-Automaten durch einen gerichtete n Graphen:

® Die Menge der Zustande Z sei die Menge der Knoten.

Anfangszustand.

9
N @ ein weiterer Zustand fir : > 0.
9

Ein,Aus . : )
z; —— z; Ubergang von einem Zustand z; zu einem Zustand z;

nach einer bestimmten Eingabe Ein
und mit einer bestimmten Ausgabe Aus.

. — p.106/175



Formale Beschreibung des K.-Automate;

- N

® Menge von Zustanden
Z =Az0,21,22}.
® Eingabemenge
¥, ={1,2}={10 cent, 20 cent}.
® Ausgabemenge
A = {K, R, —}={Kaugummi, Geldrickgabe, keine Ausgabe}.

® Uberfuhrungsfunktioné: Z x ¥ — Z
® Ausgabefunktion A : Z x X — A

o |
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Der Mealy-Automat
5

efinition 46. Ein Mealy-Automat ist ein Sechstupel
(Z,%,A,0, X, 29), wobei

Z eine endliche Menge von Zustanden ist,

M =

9o

® > eine endliche Eingabemenge ist,

® A eine endliche Ausgabemenge,

® ) : 7 X XY — Z eine Uberfihrungsfunktion
® )\ :Z x X — A eine Ausgabefunktion und
® 2y € Z der Startzustand ist.

Die Mengen Z, 3., A sollten disjunkt sein.

o |
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Eingabe des Mealy-Automaten

Die Funktion ¢ : Z x ©* — Z sei wie folgt rekursiv definiert;

0(z,€) = = furalleze Z,

d(z,wa) = 6(d(z,w),a) flUralleae X wedX* ze 7.

Man schreibt kurz § anstatt §.
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Ausgabe des Mealy-Automaten
=

Die allgemeine Ausgabefunktion \ : =t — AT sei wie folgt
rekursiv definiert:

Ma) = Mzp,a) furalleaey,
AMwa) = Mw)A(z0,w),a) flralleae S, w e 2%
Bem: Der Mealy-Automat liefert bei der Eingabe

eines Wortes w € X1 der Lange |w| als Ausgabe
das Wort

v=Aw)e At

der gleichen Lange |w|.
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augummi-Automat mit Ausgabe an Knote

- N

® Ein Automat verkaufe fir 30 Cent einen Kaugummi.

® Nach Eingabe von gentigend vielen 10 Cent und 20 Cent Stucken
gibt der Automat einen Kaugummi heraus.

® Beifalscher Eingabe gibt es eine Rickgabe des Geldes.

Beschreibe den Kaugummi-Automaten durch einen gerichtete n Graphen:

® Die Menge der Zustande Z sei die Menge der Knoten.
Anfangszustand.

9
9 @ ein weiterer Zustand fir ¢ > 0 mit einer Ausgabe.
® Ein z; Ubergang von einem Zustand z; zu einem Zustand z; nach
einer bestimmten Eingabe Ein.

o |
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Formale Beschreibung des K.-Automate;

- N

® Menge von Zustanden
Z =Az0,21,22,23,24}
® Eingabemenge
¥, ={1,2}={10 cent, 20 cent}.
® Ausgabemenge
A = {K, R, —}={Kaugummi, Geldrickgabe, keine Ausgabe}.

® Uberfuhrungsfunktioné: Z x ¥ — Z
® Ausgabefunktion A : Z — A

o |
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Der Moore-Automat
b

efinition 47. Ein Moore-Automat ist ein Sechstupel
(Z,%,A,0, X, 29), wobei

Z eine endliche Menge von Zustanden ist,

M =

9o

® > eine endliche Eingabemenge ist,

® A eine endliche Ausgabemenge,

® ) : 7 x X — Z eine Uberfuhrungsfunktion
® ) : Z — A eine Ausgabefunktion und

® 29 € Z der Startzustand.

Die Mengen Z, 3., A sollten disjunkt sein.

o |

.—p.113/175



—Ingabe und Ausgabe beim Moore-Autor

- N

Die allgemeine Uberfiihrungsfunktion sei:

AN

d:Zx¥X — Z
0(z,¢) = =z firalleze Z,

AN

0(z,wa) = 6(0(z,w),a) furalleae X, weX* zeZ

Man schreibt kurz § anstatt 4.
Die allgemeine Ausgabefunktion sei

A3t = Z
AMa) = M(z,a)) furalleacy,
AMwa) = Mw)A(0(zp,wa)) firalleae X, we X*.

o |
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Addition mit einem Moore-Autom.

Beispiel 20. Essei > = {0,1} x {0,1} und A = {0, 1}. T
(1,0),(0,1) (1,0),(0,1)
A
Al
0,0)
(0,1)| | (0,0) (1,1) (1,0),(0,1)
(1,0) (0.0)
(1,1)

% (%

AQ

. _

N N
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Aquivalenz des Moore- und Mealy-Auto.

fSatz 24. Zu jedem Moore-Automaten gibt es einen Mealy-Automaten, T
der bei gleicher Eingabe die gleiche Ausgabe liefert und
umgekehrt gibt es zu jedem Mealy-Automaten einen Moore-Automaten
der bei gleicher Eingabe die gleiche Ausgabe liefert.

o |

.- p.116/175



Der endliche Automat

e N

In endlicher Automat ist ein Moore-Automat mit
Ausgabemenge A ={J, N}.
Formal definiert man eine endlichen Automaten wie folgt:

Definition 48 (DEA). Ein endlicher Automat ist ein Funftupel
(Z,%,9, 20, F), wobei

Z eine endliche Menge von Zustanden ist,

M =

9

® > eine endliche Eingabemenge ist,

® : 7 x X — Z eine Uberfilhrungsfunktion,
9o

20 € £ der Startzustand und
® [ C Z eine Menge von Endzustanden ist.

Die Mengen Z, > sollten disjunkt sein.

o |
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Allgemeine Uberfuihrungsfunktion

- N

Die allgemeine Uberfiihrungsfunktion sei:

§:ZxY — Z
0(z,¢) = =z firalleze Z,

AN

0(z,wa) = 6(0(z,w),a) furalleae X, weX* zeZ

Man schreibt kurz § anstatt .



Akzeptierende Sprache

Definition 49. Essei M = (Z,%, 6, 29, F') ein endlicher Automat. Die
von diesem Automaten akzeptierte (oder erkannte) Sprache wird
definiert als

Ly :={w € X% | (20, w) € F}.

Definition 50. Eine Sprache L C X* heif3t regulér, falls es einen
endlichen Automaten gibt, der L akzeptiert.

o |
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Ein welteres Beispiel

Beispiel 21. Essei ¥ = {a,b,a™!, b~ !}. Dann sei

H={zeX"

—3p,q € TF 2 = paa g A
—Ip, g € TF 2z = patag A
—Ip,g € TF z = pbb g A
—3p,q € X* z=pb 1bg }.

|
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Diagonalsprache des Moore-Automater

o N

Satz 25. Essei My = (Z,%, A, 9, A, z9) ein Moore-Automat. Es
seien w = wow1...w, € LT und q = qoq1-.--Qn € AT Wérter gleicher
Lange. Dann fassen wir das Wort (w, ¢) wie folgt als Wort in (3 x A)™T
auf

(wo, qo) (w1, q1)...(Wn, qn) =: T (w, q).

Die Diagonalsprache des Moore-Automaten M ist definiert als

Lp = {J(w,\w))|wext}
C (TxA)T C(XxA"

Dann gibt es einen endlichen Automaten, der diese Sprache erkennt.

o |
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Das Pumping Lemma

-

Satz 26. Es sei L C X* eine regulare Sprache. Dann gibt es eine Zahl
n, So dass gilt:
Fur alle Worter x € L mit |x| > n gibt es Worter u, v, w € X*, so dass

-

® = uvw,
® |[v|>1,

® |uv| < nund
>

furallei = 0,1, 2, ... gilt uv*w € L.

o |
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Beispiel Pumping Lemma 1

Beispiel 22. Essei X = {0,1} und
L ={wwy.. wp, € ¥ | wp—1 = wp}.

Der endliche Automat der diese Sprache erkennt ist:
Ein: 1

Ein: 1
Ein: 1~
Ein: 1 Ein: 0

- Ein: 1
Ein: 0 Ein: 0

q Ein: O @
L Ein: 0
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Beispiel Pumping Lemma 2

-

Beispiel 23. Essei X = {a, b} und
L={a"b"" € ¥* | m e N}.

Es gibt keinen endlichen Automaten der diese Sprache akzeptiert.



Beispiel Pumping Lemma 3

-

Beispiel 24. Essei > = {0} und

L={0" €% |neN).

Es gibt keinen endlichen Automaten der diese Sprache akzeptiert.



Beispiel Pumping Lemma 4

-

Satz 27. Essei X = A = {0, 1}. Es gibt keinen Moore-Automaten
My = (Z,%,A,0, A, z9) mit folgender Eigenschatt:

M s berechnet die Quadrat-Funktion in folgendem Sinne. Es
sel

E = {62 €p€l...en ’ e; =0 far (n— 1)/2 <7 < n}

Fir die Eingabe e = egey...e, € E und
die Ausgabe ¢ = qoq1...qn = A(e) gilt

n

Y = Zn:qz?i, T = Z%Qi
i=0

1=0

o |

.~ p.126/175



Berechnung endlich vieler Quadratzahle

. N

Problem 4. Es sein € N eine feste Zahl,
> = {0,1}
A = {k|0<k<22FU1y {e).

Gesucht ist ein Moore-Automat M,, = (Z, %, A, 4, A, 2p),
der in folgendem Sinne die Quadratzahlen berechnet:

A

ag...-dan+1 = )\(QO---Qn)
2n+1 n
Y = Z a;2", ﬂizzqfﬂi
1=0 1=0
y = a°.

o |
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o

Der nichtdeterministische Automat

M
9
9
9
9

o

efinition 51 (NEA). Ein nichtdeterministischer Automat ist ein 5-Tupel

= (Z,%,9,5, E), wobei
Z eine endliche Menge von Zustanden,
Y. eine endliche Eingabemenge,
0 : Z x X — P(Z) eine Uberfuhrungsfunktion
S C Z die Menge der Startzustande und
E C Z die Menge der Endzustande ist.

Die Mengen Z, 2. sollten disjunkt sein.

o

-

|
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Allgemeine Uberfuihrungsfunktion

- N

Die allgemeine Uberfihrungsfunktion des
nichtdeterministischen Automaten M seil:

0:P(Z)x 2" — P(Z)

0(Z'¢) = Z furallez c Z,
02" aw) = |} 0(5(z,a),w) furalleacy,
ze/’!
wex 7' cZ.

Man schreibt kurz § anstatt 4.
Die von M akzeptierte Sprache ist

Ly ={weX* | §(S,w)NE#£D}

o |

.- p.129/175



Aquivalenz zwischen DEA und NEA
B -

Satz 28. a) Essei L(M) die Sprache die von dem
nichtdeterministischen Automat M akzeptiert wird.
Dann gibt es einen deterministischen Automaten M’, der die
gleiche Sprache akzeptiert. Das heilt

Ly = Lay.

b) Essei L(M') die Sprache die von dem deterministischen Automat
M akzeptiert wird. Dann gibt es einen nichtdeterministischen
Automaten M, der die gleiche Sprache akzeptiert. Das heif3t

L = L.

o |
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Beispiel zur Transformation NEA — DEA
|7NEA; M= (Z,%6,8,E) T

0(20,0) = {z0,21} 5(z1,1) = 0 | fL
5(20,1) = {ZQ} 5(2270) = @ 8 0 '\Z_lj 0 @
5(21,0) — {22} 5(22,1) = @

zZ = P(2)
6'(Z',a) = | 6(2,0)



Index einer Relation

Definition 52. Es sei 7 € R X R eine Aquivalenzrelation. Die Anzahl
der Aquivalenzklassen von 7 heif3t der Index von 7.

Beispiel 25. # Die Restklassenrelation Modulo p hat Index p.
® = < N x N hat Index oo.

o |
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Rechts-Iinvariante Relation

-

Definition 53. Eine binare Relation 7 € H x H auf einer Halbgruppe
H heiRt rechts-invariant, falls

-

Vze H (z1y = x27Y2).

Beispiel 26. ® = ¢ R x R istrechts-invariant. (Aquivalenzrelation)
® < ¢ N x Nistrechts-invariant. (keine Aquivalenzrelation)

® < € 7 x Zistnicht rechts-invariant. (keine Aquivalenzrelation)

o |
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A -relation R,; eines endlichen Automate

Konstruktion 1. Essei M = (Z, X, 9, 29, I') ein endlicher Automat.
Die Aquivalenzrelation R auf X* zu M ist wie folgt definiert:

cRyy & d(z0,2) = 0(20,9).

Eine Aquivalenzklasse ist dann [z|g,, := {w € X* | §(z0,w) = z}.

Bemerkung:

® R, ist eine rechts-invariante Aquivalenzrelation.
® R,; hat endlichen Index.

#® Es sel L die von M akzeptierte Sprache. Dann ist L die
L Vereinigung einiger Aquivalenzklassen von R;. J
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Aquivalenzrelation R; zu einer SpracheL

Konstruktion 2. Es sei L C X* eine Sprache. Die Aquivalenzrelation
R zu der Sprache L ist wie folgt definiert:

rRry & (VzeX™ (xze€Lsyzel)).

Bemerkung: Ry, ist eine rechts-invariante Aquivalenzrelation.

o |
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Endlicher Automat zu R;

Konstruktion 3. Es sei R, die rechts-invariante Aquivalenzrelation zu
L auf X%,
R habe endlichen Index.

Dann sei Mp, = (Z',%,0', 2}, F'") der endliche Automat mit
Z' = {lz] |z € ¥},
8 ([z],a) = Jza], VaeX
Z6 — [6]7

F' = {[]|z€ L}

Hierbei ist |z] die Aquivalenzklasse bezuglich Ry,
Bemerkung: ES gilt:

\— 0([z],w) =[zw] YweX® und Ry, = Rp. J
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Satz von Myhill-Nerode
fSatz 29 (Satz von Myhill-Nerode). Folgende Aussagen sind aquivalent: T
a) Die Sprache L C X* ist regular.

b) Es gibt eine rechts-invariante Aquivalenzrelation R mit endlichem
Index,

so dass L die Vereinigung einiger Aquivalenzklassen von R ist.

c) Der Index von R, ist endlich.

o |
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Minimalautomat

-

Satz 30 (Minimalautomat). Es sei L C >* eine regulare Sprache. MRLT
ist der endliche Automat mit der geringsten Anzahl von Zustanden, der L
akzeptiert (Minimalautomat). Jeder L akzeptierende endliche Automat

M mit der selben Anzahl von Zustanden wie Mg, istisomorph zu Mp,
und es gilt

Ry C RMRL'

o |
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Anwendung des Satzes von Myhill Neroc

- N

Ry & (VzeX* (xzz€ L& yzel).

Satz 31 (Satz von Myhill-Nerode). Eine Sprache L C >* ist genau dann
regular, wenn der Index von R, endlich ist.

Beispiel 27.
L={a"b"|n>1}

ISt nicht regular.

o |
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Aquivalenzrelation = auf M

Konstruktion 4. Essei M = (Z, X, 0, 29, I') ein endlicher Automat,
bei dem jeder Zustand durch Eingabe eines Wortes erreicht werden
kann.

Dann definiere folgende Aquivalenzrelation auf Z:

=7 & Vwel (0(z,w) € F& (2, w) € F).
Der Minimalautomat zu L ist nun:
M = (Z')%,8, 2, F')
Z' = {lZlz |z € Z}
0'([Zl=.a) = [0(z,0)]=

20 = |20]=

L F' = {[z]lz ]z € F}. J
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Konstruktion von Minimalautomaten

- N

=7 & (Vwel (0(z,w) e F& (2, w) e F).
1. Stelle eine Tabelle fur alle Paare von Zustanden {z, '},
mit z # 2’ auf.

2. Markiere alle Paare {z,z'} mit z € FFund 2’ ¢ F. Eine
Markierung bedeutet dass fur diese Zustande gilt 2 # 2/.

3. Markiere {z, '}, falls es ein a € X gibt, so dass

{6(2,a),0(2,a)}
markiert ist.

4. Falls keine weitere Markierung mehr moglich ist, kann
L man alle unmarkierten Paare {z, 2’} zu einem Paar J
verschmelzen.
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Suchen regularer Ausdrlcke mitegr ep

-

file.txt:

aab

aaa

bba
Eingabe Ausgabe
egrep '(aa)’ file.txt | aab, aaa
egrep '( aa )’ file.txt
egrep '( aab )’ file.txt | aab
egrep ' (aa) {1} file.txt | aab, aaa
egrep ' (b)(balab)* ' file.txt | bba

-

...........



Regulare Ausdricke in der Theo. Info.

. N

Definition 54. Regulare Ausdriicke Uiber einem Alphabet > sind wie
folgt rekursiv definierte Formeln:

® () ist ein regularer Ausdruck.
€ ist ein regularer Ausdruck.

Fir jedes a € X ist a ein regularer Ausdruck.

e o 0

Falls o und (3 regulare Ausdriicke sind, dann auch

af, (a|B) und ().

o |
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Sprache zu einem regularen Ausdruck

Definition 55. Die Sprache L(+y) zu einem regularen Ausdruck ~y tber
einem Alphabet . ist wie folgt rekursiv definiert:

o L(0)=0.

® L(e) = {e}.

® [(a)=Aa} fur a € 3.

® L(af) = L()L(F).

® L(a|f) = L(a)UL(B) fir regulare Ausdriicke a.3.
® L((a)*) = L(a)".

...........



Eigenschaften regularer Ausdricke

-

Lemma 6.

-

L(a[B7)
L(a™).

...........



Satz von Kleene

-

fSatz 32 (Kleene). Die Menge der durch regulare Ausdricke
beschreibbaren Sprachen ist genau die Menge der regularen Sprachen.

Beweis: “=-" ES sei v ein regularer Ausdruck und L(~) C ¥* die Sprache,
die dieser Ausdruck beschreibt.
Wir fihren Induktion tber die Lange [ des regularen Ausdruck ~.

Lange ! =1: Firy =0,y =eund v = a, a € X findet man leicht einen

endlichen Automaten, der L(v) akzeptiert.

o |
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Bewels des Satzes von Kleene

ﬁ‘:>”: [—1—1: T

FaLL 1: v = af3. Seien My, My NEA's, die L(«) und L(3) akzeptieren.
Wir konstruieren folgenden Automaten M in “Serie” :

® M hat die Zustande von M7 und Ms.

® Startzustande sind die Startzustande von M. Falls € € L(«), dann
sind zusatzlich die Startzustande von M, Startzustande.

® Endzustande sind die Endzustande von Ms.

® Man beschreibe die Uberfihrungsfunktion von M mit Pfeilen in
einem Graphen. M habe dann die Pfeile von AM; und M5 und
folgende zusatzlichen Pfeile: Falls ein Pfeil in M; von einem Zustand
zu einem Endzustand geht, dann fuhre von diesem Zustand Pfeile zu
jedem Startzustand in M, mit der gleichen Markierung.

LMan sieht dass M die Sprache L(v) = L(a3) akzeptiert. J
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Bewels des Satzes von Kleene

-

ﬁ‘:>”: FaLL 2: v = («|B). Nach Induktionsvoraussetzung gibt es NEA's
M1 = (Zl, Z, 51, Sl, El) und M2 — (ZQ, 2,52, SQ, EQ), Zl M ZQ = @,
die L(«) und L(3) akzeptieren. Dann akzeptiert

M = (Zy U Z3,5,8, U2, 5 USs, By U Ey)

die Sprache L(v) = L(a|3).

o |
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Bewels des Satzes von Kleene
L

=" FALL3: v = («)*. Sei M; ein NEA, der L(«) akzeptiert. Wir T
konstruieren folgenden Automaten M:

® )/ hat die Zustande von M; und einen weiteren Zustand z. der zum
Akzeptieren des leeren Wortes ¢ benétigt wird.

® Startzustande sind die Startzustande von M; und z..

® Endzustande sind die Endzustande von M; und z..

°

Man beschreibe die Uberfiihrungsfunktion von M mit Pfeilen in
einem Graphen. M habe dann die Pfeile von M, und folgende
zusatzlichen Pfeile: Falls ein Pfeil in M; von einem Zustand zu einem
Endzustand geht, dann fihre von diesem Zustand Pfeile zu jedem
Startzustand in M, mit der gleichen Markierung.

Man sieht dass M die Sprache L(v) = L((a)*) akzeptiert.

o |
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Beispiel 1

RE, R, RE, R, Ry, RS RN Ry RS,
e 1/0 0 O O 1 0 0 1|e
e 1/0 0 O O 1 0 0 1|e
e  (1/0)0* (1]0)0*1 0 0* 01 0  00* 0*lfe

(1{0)(0]1)*1

|
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Beispiel 2

Ry, Ri, Rj3 Ry R} Ri RS, R Ris
€ 0 1 0 € 1 0 0|1 €
e 0 1 0 00 101 0 o[1 ’

(00)*  0(00)* 0*1 0(00)* (00)* 0*1  (0]1)(00)*0  (0]1)00*  €|(0]1)0*1

RS, = L(0*1((0]1)0*1)*(0[1)(00)*|0(00)*)
RY3 = L(0*1((0]1)0*1)*)
R, UR3, = L(0*1((0[1)0*1)* (¢|(0]1)(00)*)|0(00)" J
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Abschlusseigenschaften

-

fSatz 33. Die regularen Sprachen sind abgeschlossen unter Vereinigung,
Produkt, Stern, Komplement und Schnitt.

o |
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Grammatikalisch richtig oder falsch
=

Deutsche Satze: T
# Der Baum hat schone Blatter. ( )

#® Schone der hat Blatter Baum. (grammatikalisch falsch )

C-code:
® for(1=0;1<5;++1) {
af[i] =Db[i1] + c[I];
}
( )
o for(i1=1...5) {
a(1) = b(r) + c(1);
}

(grammatikalisch falsch )

o |

...........



Beispiel einer Grammatik

-

< Satz >
< Subjekt >
< Objekt >

< Arti
< Arti
< Arti
< Arti

KE
KE
KE

KE

>
>
>
>

< Adjektiv >

< Adjektiv >

< Substantiv >

< Substantiv >
L < Pradikat >

!

< Subje
< Artike
< Artike

€
der
die
das
schone

€
Blatter
Baum
hat

-

Kt >< Pradikat >< Objekt >
>< Adjektiv >< Substantiv >

>< Adjektiv >< Substantiv >

|
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Grammatik

Definition 56. Eine Grammatik ist ein 4-Tupel G = (V, 3, P, S), wobei
® V endliche Menge der Variablen,

Y. endliche Menge des Terminalalphabets,
>NV =1,

o
9
s L (VUX)T x (V UX)* Relation der Regeln,
9

S € V Startvariable.

o |
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Sprache einer Grammatik

-

Definition 57. Sei G = (V, 3, P, S) eine Grammatik. Die
Ableitungsrelation = auf (V' U 3)* ist definiert durch

u=qgv genau dann wenn es
z,y,y,2 € (VUX)* gibt, so dass

/ /
Yy —y U =Yz V=2V Z.
Des weiteren schreiben wir

U =>q v genau dann wenn v = v oder wenn es
Y1, . Yn € (VUX)" gibt, so dass

U =G Y1, Y1 =G Y2, - Yn—1 =G Yn, Yn =G V-
(=, ist die reflexive transitive Hiille von =-(.)

LDie Sprache L(G) ist: L(G) ={w e X* | S =7 w}. J
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Chomsky-Hierarchie

-

Definition 58. Essei G = (V, %, P, .S) eine Grammatik.
® ( heilRt vom Typ O.

® ( heilRt vom Typ 1 oder kontextsensitiv, falls fiur jede Regel
w1 — wy gilt:
wi| < wal.
® ( heilRt vom Typ 2 oder kontextfrei, falls G vom Typ 1 und fir jede
Regel w; — w9 qilt, dass wq eine einzelne Variable ist.

® ( heilRt vom Typ 3 oder regular, falls G vom Typ 2 und fir jede
Regel w; — ws gilt, dass wy € XU XV,

Die Sprache L heifl3t vom Typ ¢, falls es eine Grammatik G vom Typ ¢
gibt, so dass L(G) = L.

o |
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Grammatik

-

fSatz 34. Die Sprachen zu einer regularen Grammatik sind genau die
reqgularen Sprachen.

o |
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Backus-Naur-Form
A

nstelle von schreibt man
A — b1, A — B2 A — B1|B2].--|Bn
A —  [On

In der erweiterten gerne
Backus-Naur-Form schreibt A= oy
man anstatt

A —  ay

A —  afy

o |
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Beschreibung vonC
[

nstelle von schreibt man
A — B, A — B2 A

B

A — fn

B
und anstatt schreibt man
A = ay A :

Aol Qv 5opt 8



Beispiel: C-Grammatik

|7Beis|0iel 28 (C-Grammatik).
(Siehe Kernighan/Ritchie, Programmieren in C)

iteration-statement:

whi | e (expression) statement

do statement Whi | e (expression)

f or (expression opt; EXPression opt; eXpression op¢) statement
expression:

assignment-expression

expression, assignment-expression
assignment-expression:

conditional-expression

unary-expression assignment-operator assignment-expression

equality-expression:
relational-expression
equality-expression == relational-expression

equality-expression | = relational-expression

o |
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Ubersicht

Die regularen Grammatiken beschreiben die Sprachen, die die
endlichen (deterministischen) Automaten akzeptieren.
Beispiel: {a" | n € N}.

Die kontext-freien Grammatiken beschreiben die Sprachen, die die
nicht deterministischen Kellerautomaten akzeptieren.
Beispiel: {a"b™ | n € N}.

Die kontext-sensitiven Grammatiken beschreiben die Sprachen, die
die linear beschrankten nicht deterministischen Turing-Maschinen
akzeptieren.

Beispiel: {a™b"c" | n € N}.

Die Typ 0-Grammatiken beschreiben die Sprachen, die die
allgemeinen Turing-Maschinen akzeptieren.

-

|
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-

Kellerautomat

gelesener Tell

ungelesener Tell

/_\_/\/VXA/x

d| b| b| a| a

b

a

C

b

Leseband

Kellerautomat

\\T/Lesekopf

%

| O » W >

Keller
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Deterministischer Kellerautomat

-

|7Definition 59. Ein deterministischer Kellerautomat ist ein Sechstupel
KA=(Z%,T,0,z2,#), wobei

Z eine endliche Menge von Zustanden,

Y. eine endliche Eingabemenge,

I' eine endliche Menge von “Kellerbuchstaben”,

0:Z x 2 xI'— Z xI'™ eine Uberfihrungsfunktion,
2o € 2 der Startzustand und

© o o o o 0

# € I das unterste Kellerzeichen.

—— wichtiger ist der nicht deterministische Kellerautomat!
—— EiIn deterministischer Kellerautomat wird teillweise anders definiert!

o |
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Konfiguration eines Kellerautomaten

Definition 60. k = (z,w, W) € Z x ¥* x I'* heilt Konfiguration des
Kellerautomaten. Dies bedeutet:

® KA istim Zustand z.
® KA muss noch das Wort w = ay...a, lesen.
® |Im Keller des KA istdas Wort W = Aq...A,,.

o |
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Zum Deterministischen Kellerautomaten

fEin deterministischer Kellerautomat K A habe die T
Konfiguration (z,w, W) = (2,a1...an, A1...Am).
Dann geht KA in die Konfiguration

(Z/, ag...aAn, bl...bSAQ...Am)

Uber, wobei §(z, a1, A1) = (2/,b1...bs) € Z x I'*.
Ein Wort w wird akzeptiert, wenn KA von der Konfiguration

(w, #) In ein oder mehreren Schritten In die Konfiguration
(¢, #) Ubergeht.

o |

. — p.166/175



Nachteill des Deterministischen KA

-

Es gibt keinen deterministischen Kellerautomaten der die
Sprache

-

{ww' | w e (0[1)"}
akzeptiert. Hierbei ist

fur w = (wy...wy,).

...........



Nicht deterministischer Kellerautomat

o

efinition 61. Ein nicht deterministischer Kellerautomat ist ein

B

Sechstupel KA = (Z,%,1,0, 29, #), wobei

o

© o o o 0

Z eine endliche Menge von Zustanden,

Y. eine endliche Eingabemenge,

I' eine endliche Menge von “Kellerbuchstaben”,

§:7Z x (XU{e}) xT' = Pe(Z x I'*) eine Uberfiihrungsfunktion,
zo € 2 der Startzustand und

# € I das unterste Kellerzeichen.

— P.(M) bedeutet hierbei die Menge der endlichen
Tellmengen von M.

o

|
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Sprache eines Kellerautomaten

Definition 62. k = (z,w, W) € Z x ¥* x I'* heillt Konfiguration des

Kellerautomaten.
Auf der Menge der Konfigurationen definieren wir die Relation -

falls (2/, B1...Bg) € 0(z,a1, A1):

(z,a1...an, A1...Ap) F (2, a9...ap, B1...BLAs...Ap)
falls (', B1...Bg) € 0(z,¢, Ap):

(z,a1...an, A1...Ap) + (2, a1...an, By...BpAs... Ay).

Es sei * die reflexive und transitive Hiille von |-.
Ein Kellerautomat akzeptiert die Sprache

{redX|dzeZ: (20,2, #) F" (2,¢,€)}.

o |
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o

efinition 63. EiIn nicht deterministischer Kellerautomat mit

Aquivalenter Kellerautomat

-

Endzustanden ist ein Siebentupel K A = (Z, 3,1, 9, zo, #, E), wobei

o

© o o o 0

o

Z eine endliche Menge von Zustanden,

Y. eine endliche Eingabemenge,

I' eine endliche Menge von “Kellerbuchstaben”,

§:7Z x (XU{e}) xT' = Pe(Z x I'*) eine Uberfiihrungsfunktion,
zo € 2 der Startzustand,

# € 1" das unterste Kellerzeichen und

E C Z eine Menge von Endzustanden.

Dieser Kellerautomat akzeptiert die Sprache

o

{reX"|A(yel™, z€ FE): (z0,x,#)F" (2,6,7)}.

|
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Turing-Maschine

f linker Tell rechter Tell

-

eer | d| bl b| al a|] b a| c| b

[ [ ®© & @

unendliches Leseband \T/L Schreib-Konf
ese-Schreib-Kop

Turing-Maschine

|
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efinition 64. Eine Turing-Maschine ist ein Siebentupel
T —

Turing-Maschine

(Z,%,1,9, z9,0, F), wobei

Z eine endliche Menge von Zustanden,

Y. eine endliche Eingabemenge,

I' © X eine endliche Menge (Arbeitsalphabet),

0: 74 xI'—= Z xT x{L,R, N} eine Uberfuhrungsfunktion,
falls '/’ deterministisch,

0:Z xI'—P(ZxT x{L,R,N}) eine Uberfuhrungsfunktion,
falls 'I" nicht deterministisch,

2o € Z der Startzustand und

[1 € I'\ X das Blank,
E C Z eine Menge von Endzustanden. J
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Konfiguration einer Turing-Maschine

Definition 65. k = (wy, z, wy) € I'* X Z x I'* heil’t Konfiguration der
Turing-Maschine 1'. Dies bedeutet:

® Tistim Zustand z.
® Das Wort links vom Schreibkopf ist wj.

® Das Wort rechts vom Schreibkopf ist as...ag, wobel
Wy = 102...05.

o |
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Bewegung einer Turing-Maschine

-

Definition 66. Wir definieren die Relation (Funktion) -

falls §(z,b1) = (2/,¢, N),m > 0,n > 1:

(@1...Qpm, 2,b1...00p) F (aq..

falls 6(z,b1) = (2/,¢, R), m > 0,n > 2:

(a1...am, 2,b1...b,) F (aq..

falls 0(z,b1) = (2/,¢, R), m > 0,n = 1:

(al...am, < bl) - (al..

falls 6(z,b1) = (Z/,¢, L), m > 1,n > 1:

(@1...Qpm, 2,b1...00) F (aq..

falls 0(z,b1) = (2',¢, L), m=0,n > 1.

-

/
Ay, 2, cba...by)
/
AmC, 2, bo...by)
ame, 2, 0)

/
m—1, 2, Amcba...by)

| (,z,b1..bp) F (,2/,0chy...by). B
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Sprache einer Turing-Maschine

-

Definition 67. Es sei " die reflexive und transitive Hiille von .
Ein Turing-Maschine akzeptiert die Sprache

-

{freX*|dze E,a,0€T™): (20,2) F" (a0, 2,0)}.

...........
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